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Zusammenfassung
Die vorliegende Arbeit bescha¨ftigt sich mit der Hydrodynamik fu¨r magnetische Flu¨ssigkei-
ten. Ausgehend von der allgemeinen hydrodynamischen Theorie polarisierbarer und magne-
tisierbarer Medien von Liu und deren Ausarbeitung von Liu, Henjes und Jiang wird zuna¨chst
das gesamte Gleichungssystem der Theorie den besonderen Gegebenheiten in einer ma-
gnetischen Flu¨ssigkeit angepaßt. Hierdurch reduziert sich in den dissipativen Anteilen der
Stro¨me die Anzahl der unbestimmten Materialparameter erheblich. Insbesondere kann ge-
zeigt werden, daß der fu¨r Flu¨ssigkeiten dieser Art entscheidende Parameter die magnetische
Relaxationszeit τ ist. Zusa¨tzlich wird in dieser Arbeit der extensive Anteil der inneren Dre-
himpulsdichte explizit eingebaut, d.h. er wird durch eine eigene Bilanzgleichung beru¨ck-
sichtigt, deren Struktur bereits bei Kosta¨dt und Liu auftaucht, die aber bislang noch nie
explizit fu¨r ein gegebenes System berechnet wurde. Dies geschieht durch die Durchfu¨hrung
einer hydrodynamischen Standardprozedur fu¨r das gesamte Gleichungssystem. Insbeson-
dere findet sich ein antisymmetrischer Beitrag im Spannungstensor des Systems und neue
Beitra¨ge zur Entropieproduktion und zum Energiestrom.
Die Leistungsfa¨higkeit der hydrodynamischen Maxwell Theorie fu¨r magnetische Flu¨ssig-
keiten wird durch einige Anwendungsbeispiel untermauert, die wiederzugeben die Stan-
dardtheorie von Shliomis nicht in der Lage ist, die allerdings auch von teilweise geringer
Gro¨ßenordnung und damit als Richtschnur zum Vergleich dieser beiden Theorien ungeeig-
net sein mo¨gen. Es wird jedoch ein interessanter Vorschlag fu¨r ein neues Experiment dis-
kutiert, der nicht mit einem solchen Manko behaftet ist; die hier gezeigte Berechnung der
Diagonalelemente der unterschiedlichen Spannungstensoren deutet auf große Unterschiede
zwischen den statischen Aspekten der beiden Theorien hin.
Da die gewonnene Theorie einerseits durch die Forderung nach lokalem Gleichgewicht im
Gegensatz zur Standardtheorie von Shliomis eingeschra¨nkt wird und da andererseits die
Materialparameter fu¨r experimentelle Vorhersagen beno¨tigt werden, innerhalb der hydrody-
namischen Theorie fu¨r magnetische Flu¨ssigkeiten jedoch nicht berechnet werden ko¨nnen,
ist ein weiterer Zugang zur Beschreibung derselben no¨tig. Dieser Zugang bescha¨ftigt sich
mit einem mesoskopischen Modell fu¨r das System, basierend auf der Arbeit von Shliomis.
In diesem Modell wird die Magnetisierung des Systems als quasi-hydrodynamische Varia-
ble beno¨tigt und ihre Dynamik in den Rahmen der Hydrodynamik eingebunden. Darauf
aufbauend wird erstmals ein vollsta¨ndiges, konsistentes Gleichungssystem fu¨r die Dynamik
magnetischer Flu¨ssigkeiten angegeben, das im Einklang mit Forderungen der Thermodyna-
mik steht und dem pha¨nomenologischen Bild einer magnetischen Flu¨ssigkeit auf mesosko-
pischer Skala gerecht wird.
Schließlich werden diese beiden Ansa¨tze im Limes ω → 0 zusammengefu¨hrt, und damit
wird eine vollsta¨ndige und allgemeine Theorie fu¨r magnetische Flu¨ssigkeiten geschaffen,
die den gesamten Frequenzbereich des experimentell Realisierbaren abdeckt und sa¨mtliche
Pha¨nomene, die bislang mit Ferrofluiden in Beziehung stehen, widerzuspiegeln in der Lage
ist.




The present work is occupied with the hydrodynamic theory of magnetic fluids. Starting
from the general hydrodynamic theory of polarizable and magnetizabel media of Liu and the
following elaboration of this work by Liu, Henjes, and Jiang, the whole system of equations
of the theory will be adjusted to match the realities of a magnetic fluid firstly. Through this,
the number of the indetermined material parameters in the dissipative parts of the fluxes will
be reduced significantly. Particularly, it can be shown that the crucial parameter for such
systems as under scrutiny is the magnetic relaxational time τ . In addition, the extensive part
of the internal angular momentum density will be integrated into the system explicitly, i.e. it
will be allowed for by an extra continuity equation, the structure of which did already arise in
the work of Kosta¨dt and Liu but which never was calculated for a given system explicitly so
far. This calculation is accomplished by carrying out the hydrodynamic standard procedure
for the whole system of equations. In particular, an antisymmetric contribution to the stress
tensor and new contributions to the entropy production and the energy flux is found.
The effectiveness of the hydrodynamic maxwell theory for magnetic fluids will be fortified
by some examples for applications which the standard theory of Shliomis is not capable of
reproducing, but which admittedly are of partial small magnitude and therefore unsuitable to
judge the differences of both theories. However, an interesting proposal for a new experiment
will be discussed which is not affected by the above restriction; the presented calculation of
the diagonal elements of the different stresses points to the big differences between the static
aspects of the two theories.
Because of the restriction of the newly found theory by the requirement of local equilibrium
in contrast to the standard theory - the upper bound for the frequencies ω taking part in
the systems dynamic is determined through the condition ωτ  1 - and because of the
need to know the material parameters which are not accessible through the hydrodynamic
theory an additional approach for describing magnetic fluids is necessary. This approach
deals with a mesoscopic model of the system which is based on the work of Shliomis. In
this model the magnetization of the system is kept as a quasi hydrodynamic variable, the
dynamics of which are incorporated into the theory. Constructed on this premise a complete
and consistent system of equations for the dynamics of magnetic fluids will be given for the
first time. This set of equations is in accordance with the requirements of the thermodynamic
principles and with the phenomenological picture of a magnetic fluid on a mesoscopic scale.
Finally, both basic approaches will be merged in the limit ω → 0 and a complete and ge-
neral theory of magnetic fluids will be created which covers the entire frequency range of
realizable experiments and every phenomenon which has ever been discovered with respect
to ferrofluids.
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Magnetische Flu¨ssigkeiten. Woher kommt das Interesse in diese magnetischen Flu¨ssigkei-
ten? Was ist in theoretischer Hinsicht an ihnen so spannend, was in experimenteller? Der
letzte Teil dieser Frage kann einfach beantwortet werden: magnetische Flu¨ssigkeiten sind
untrennbar verknu¨pft mit unserem ta¨glichen Leben. Das Ferrofluid1 hat seinen kleinen,
aber nicht wegzudenkenden Platz in den Festplatten unserer Computer, die uns unser Leben
erleichtern, es befindet sich in den Lautsprecherboxen unserer Musikanlagen, die uns unser
Leben verscho¨nern und es verrichtet seinen unermu¨dlichen Dienst wohl bald in ku¨nstlichen
Herzen, die uns unser Leben verla¨ngern. Ist es da nicht an der Zeit, sich dieses Stoffes
anzunehmen, ihn einzubetten in unsere Theorien, ihn zu analysieren, zu verstehen? Das
ist na¨mlich erstaunlicherweise die Antwort auf den ersten Teil der obengenannten Frage:
magnetische Flu¨ssigkeiten sind unter theoretischen Gesichtspunkten so interessant, weil es
bisher keine vollsta¨ndige Theorie gab, die alle Pha¨nomene beschreiben konnte, die sie im
Alltag so vielseitig machen.
Tatsa¨chlich sind Ferrofluide in weiten Teilen intuitiv verstanden, und in der Tat gibt es seit
einigen Jahren Anstrengungen, den experimentellen Befunden und den Besonderheiten
dieser Fluide auf theoretischem Wege Rechnung zu tragen. Doch nicht jeder Ansatz fu¨r eine
“Theorie fu¨r Ferrofluide” war in jeder Hinsicht von Erfolg gekro¨nt. Selbst der bekannteste,
auf die die weiter unten erwa¨hnte “Standardtheorie” fußt, macht da keine Ausnahme.
Alleine die Idee, eine “Theorie fu¨r Ferrofluide” schaffen zu wollen, mutet so unversta¨ndlich
an, wie der Versuch, eine “Theorie fu¨r Honig” oder eine “Theorie fu¨r Kaffee” aufzu-
stellen. Existiert nicht bereits eine Theorie, die sich mit makroskopischen Systemen wie
Flu¨ssigkeiten auseinandersetzt? Aber natu¨rlich, die sogenannte Hydrodynamik. Gibt es
keine Mo¨glichkeit, diese so zu erweitern, daß sie nicht nur fu¨r Wasser, Honig oder Kaffee
Vorhersagen zu machen erlaubt, sondern eben auch fu¨r Ferrofluide?
Aber ich greife voraus, der didaktische ¨Ubereifer la¨ßt den interessierten, aber uneinge-
weihten Leser atemlos zuru¨ck. Beginnen wir also ganz am Anfang: Was bezeichnen wir
1Der Begriff “magnetische Flu¨ssigkeit” wird in dieser Arbeit oft als Synonym fu¨r den Ausdruck “Fer-
rofluid” benutzt.
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eigentlich als magnetische Flu¨ssigkeit? Schließlich haben wir gelernt, daß bei Metallen die
CURIE-Temperatur, also die Temperatur bei welcher das entsprechende Metall seine magne-
tischen Eigenschaften verliert, unterhalb des Schmelzpunktes liegt? Wie kann es dann eine
Flu¨ssigkeit mit magnetischen Eigenschaften geben? Offensichtlich kann es sich bei der-
artigen Flu¨ssigkeiten um keine einkomponentigen handeln. Vielmehr werden seit Anfang
der 60er Jahre ferromagnetische Teilchen mit einem Durchmesser der Gro¨ßenordnung von
10 nm - beispielsweise Magnetit oder Kobaltferrit (Co Fe2 O4) - in einer geeignete Tra¨ger-
flu¨ssigkeit wie ¨Ol oder Wasser dispergiert. Die Herstellung der Nanopartikel kann dabei auf
mechanischem Weg durch Mahlen [1] oder mittlerweile auch auf chemische Weise erfolgen
[2]. Durch die geringe Gro¨ße der Teilchen ist sichergestellt, daß sie nur aus einer einzigen
magnetischen Doma¨ne bestehen. Experimente zeigen u¨berdies, daß die Sa¨ttigungsmagne-
tisierung dieser Teilchen um bis zu 25 Prozent kleiner ist als dieselbe eines makroskopi-
schen Objektes des gleichen Materials [3]. Das legt ein Modell nahe, in dem der magneti-
sche Kern des Teilchens von einer magnetisch inaktiven Schicht umgeben ist [4]. Um diese
Schicht wiederum wird eine Hu¨lle aus Makromoleku¨len gelegt, die verhindern soll, daß die
dispergierten, wechselwirkenden Teilchen agglomerieren. Der schematische Aufbau eines
Nanopartikels findet sich in Abb. 1.1.
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Abbildung 1.1. Der Aufbau eines Ferrofluid-Nanopartikels mit magnetischem
Kern, magnetisch inaktiver Schicht und makromolekularer Hu¨llschicht
Schon bald nachdem die ersten einfachen Ferrofluide fu¨r Experimente zur Verfu¨gung stan-
den, gab es verblu¨ffende Befunde, die das große Potential dieser Flu¨ssigkeiten aufwiesen.
Allen voran das wegweisende Experiment MCTAGUE’S, der feststellte, daß die Viskosita¨t
3einer magnetischen Flu¨ssigkeit durch ein a¨ußeres Magnetfeld beeinflußt werden kann, und
zwar sowohl von seiner Feldsta¨rke, als auch von seiner Ausrichtung relativ zur Flußrichtung
des Fluids [5]. Wie sollte man diesen Effekt erkla¨ren?
Es war SHLIOMIS, der das Modell eines Ferrofluids als erster in eine Formelsprache
u¨bersetzte, die zwar zu intuitiv und inkonsistent, teilweise sogar fehlerhaft war, um sie
als komplette Theorie anzuerkennen, die aber auf brillante Art und Weise die inneren
Mechanismen in einer magnetischen Flu¨ssigkeit einsichtig machte; sie lieferte plausible
Erkla¨rungen fu¨r viele Pha¨nomene aus dem Bereich der Ferrofluide und gab richtige
Vorhersagen fu¨r bisher unbeobachtete Vorga¨nge. Um also einen ersten Eindruck und
anschauliches Versta¨ndnis fu¨r magnetische Flu¨ssigkeiten zu bekommen, wenden wir uns
fu¨r einen Augenblick seiner Arbeit zu, die aufgrund des gut funktionierenden Modells
letztlich Ausgangspunkt fu¨r eine konsistente hydrodynamische Theorie ist, die sich auf
Ferrofluide anwenden la¨ßt.
Das Modell von SHLIOMIS basiert auf einer mesoskopischen Skalierung des Problems in
Bezug auf die beteiligten Relaxationszeiten. Hier sind noch nicht alle abha¨ngigen Variablen
in ihren Gleichgewichtswert relaxiert, insbesondere die Magnetisierung erha¨lt auf dieser
Zeitskala eine eigene Dynamik und wird dadurch quasi-hydrodynamisch. In diesem Modell
hat das Fluid zwei Komponenten, jede mit eigenen Eigenschaften und eigener Dynamik,
die Einfluß auf die Gesamtdynamik der Flu¨ssigkeit haben. Die beiden Komponenten
an sich jedoch sind Vielteilchensysteme, so daß der Begriff “mesoskopisch” immer auf
diese Betrachtung bezogen ist: das Zeitfenster ist so gewa¨hlt, daß die Magnetisierung eine
unabha¨ngige Dynamik bekommt, es befindet sich jedoch nicht auf einer solch kleinen Skala,
auf der man die Dynamik der u¨brigen mikroskopischen Freiheitsgrade beru¨cksichtigen
mu¨ßte2.
Dieses Modell verfolgend bescha¨ftigt sich SHLIOMIS bereits 1967 mit den hydrodynami-
schen Eigenschaften einer Flu¨ssigkeit mit inneren Rotationsfreiheitsgraden, ohne dabei auf
einen etwaigen magnetischen Aspekt einzugehen [6]. In seiner Arbeit berechnet er den
Spannungstensor, die Entropieerzeugung und den Energiestrom fu¨r eine solche Flu¨ssigkeit;
das wesentliche Ergebnis ist der antisymmetrische Beitrag zum Spannungstensor, der fu¨r
zusa¨tzliche Dissipation im System sorgt. Im Jahr 1969 folgt die na¨chste wichtige Arbeit
[7], in der er die gewonnenen Ergebnisse auf eine Flu¨ssigkeit u¨bertra¨gt, die magnetische
Eigenschaften hat und deren Magnetisierung M mit dem inneren Drehimpuls S linear
2Wann immer in dieser Arbeit von einer “mesoskopischen Theorie” oder einer “mesoskopischen Skala”
gesprochen wird, ist damit dieses Modell, diese Betrachtung der Flu¨ssigkeit gemeint.
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zusammenha¨ngt, d.h. es gilt dort M = λS. Fu¨r dieses System gibt er den vollsta¨ndigen
Satz an Bewegungsgleichungen an und berechnet die symmetrischen und antisymme-
trischen Beitra¨ge zum Spannungstensor. Der daraus hervorgehende zusa¨tzliche Beitrag
zur Viskosita¨t des Ferrofluids deckt sich jedoch nicht mit den experimentellen Vorgaben
MCTAGUE’S, wie sich spa¨ter herausstellen wird.
Dieses Manko wird in [8] aufgehoben. Hier wird die zusa¨tzliche Viskosita¨t, Rotationsvisko-





beschreiben, wobei M0 die Gleichgewichtsmagnetisierung, H der Betrag des Magnetfeldes,
I die Summe der Tra¨gheitsmomente aller Teilchen im Einheitsvolumen und τs die charak-
teristische Zeit ist, mit der die Rotation eines Teilchens abklingt; außerdem ist τ die magne-
tische Relaxationszeit, also jene charakteristische Zeit, die die Magnetisierung des Systems
beno¨tigt, um ihren lokalen Gleichgewichtswert nach einer Auslenkung wieder anzunehmen.
Diese Relaxation kann u¨ber zwei unterschiedliche Mechanismen erfolgen, je nach der Gro¨ße
der beteiligten Partikel: zum einen ist da der BROWNsche Relaxationsprozeß, bei dem man
sich die Magnetisierung als im Teilchen fixiert vorstellt und die in Abb. 1.2 dargestellt ist.





Hier ist η die Viskosita¨t der Tra¨gerflu¨ssigkeit, V das Volumen eines dispergierten Teilchens,
T die Temperatur und kB die BOLTZMANNkonstante. Diese Relaxationszeit ist offensicht-
lich abha¨ngig von der Gro¨ße der “Nanomagneten”.
Zum anderen gibt es das NE`ELsche Relaxationsmodell, erla¨utert in Abb. 1.3, bei dem sich
die Achse des magnetischen Dipolmoments durch spontane Ummagnetisierung relativ zur











Die hier auftretenden, noch nicht erla¨uterten Gro¨ßen sind die vom Material abha¨ngende
Anisotropie-Konstante K und die sogenannte KORRINGA-Relaxationszeit τ0 ≈ 10−10±1s
[9].
Diese NE`EL-Relaxationszeit ist ebenso wie die BROWNsche abha¨ngig von der Teilchen-















Abbildung 1.2. BROWNscher Relaxationsmechanismus. Die Orientierung
der Kristallachsen fa¨llt mit der Richtung der Magnetisierung zusammen, nur
durch Drehung des Teilchens im Ganzen kann eine Relaxation in die aufge-
zwungene Richtung erfolgen.
gilt, dominiert laut [10] fu¨r kleine Partikel τN , ab einer Teilchengro¨ße von etwa 10-11 nm
jedoch τB. Eine solche Aussage bedarf jedoch einiger Vorsicht: denn es befinden sich die
Partikel, wie oben bereits erwa¨hnt, genau in einem Gro¨ßenordnungsbereich, in dem keine
klare Aussage daru¨ber gemacht werden kann, welcher der beiden Relaxationsmechanismen
der schnellere und damit dominante sein wird. ¨Uberdies la¨ßt sich diese Grenze auch nur
schwer exakt berechnen, da die Bestimmungsgleichungen fu¨r τN und τB teilweise sehr
empfindlich von den a¨ußeren Parametern abha¨ngt. Von diesen sind jedoch einige bloßen
Mutmaßungen unterworfen, etwa die tatsa¨chliche Dicke der magnetisch inaktiven Schicht
und der Hu¨llschichtdicke.
Demnach sollte eine allgemeingu¨ltige Theorie fu¨r Ferrofluide entweder unabha¨ngig von
der Art des magnetischen Relaxationsprozesses sein oder zumindest explizit die beiden
verschiedenen Mechanismen beru¨cksichtigen. Dieser Punkt wird in [8] nicht beachtet, die
NE`ELsche Relaxationszeit fa¨llt in der Beschreibung der Teilchendynamik komplett unter
den Tisch. Ein weiterer, noch weitreichenderer Schwachpunkt dieser Arbeit ist die unklare
Herleitung des Spannungstensors σik , der die Summe aus dem - leicht modifizierten -
Tensor aus [6] und dem MAXWELLschen Spannungstensor ist3.
Im Jahr 1974 endlich erscheint dann ein Artikel, der lange Zeit als Referenz fu¨r eine theoreti-
3SHLIOMIS selbst begru¨ndet dies in [8] lapidar mit den Worten “We have included in σik the Maxwellian
stress tensor, since we are dealing here with a magnetic suspension.”
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Ferrofluid - Partikel
: Kristallachse : Magnetisierung
Magnetfeld-
richtung
Abbildung 1.3. NE`ELscher Relaxationsmechanismus. Die Orientierung der
Kristallachsen ist unabha¨ngig von der der Magnetisierung.
sche Beschreibung fu¨r magnetische Flu¨ssigkeiten galt - und in einigen Teilen der “ferrofluid
community” auch heute noch gilt. Es handelt sich um das Hauptwerk von SHLIOMIS, das
schlicht den Titel “Magnetic fluids” tra¨gt [9] und das als Standard-Theorie fu¨r Ferrofluide
angesehen wird. Doch auch hier kommt man nicht umhin, diverse Kritikpunkte zu a¨ußern.
Im einzelnen sind diese die folgenden:
• Der Beitrag S zum extensiven Anteil des inneren Drehimpulses der Suspension ist
gleich dem antisymmetrischen Anteil des Spannungstensors. Seine Relaxationsglei-
chung als abha¨ngige hydrodynamische Variable lautet damit (vgl. Abschnitt 4.1)
dSik
dt
= σki − σik, (1.5)
wobei Sik = ikjSj gilt. Fu¨r schwache Felder und lineare konstituierende Relationen
folgt der Zusammenhang S = Iω mit der konjugierten Variable ωi = ∂ε/∂Si, die
sich aus der Fundamentalgleichung fu¨r die Energiedichte ε ergibt. Ist die Argumenta-
tion bis zu dieser Stelle vertretbar, so folgt nun eine unzula¨ssige Annahme: SHLIOMIS
identifiziert die Gro¨ße ω mit der mittleren lokalen Winkelgeschwindigkeit, mit der die
Teilchen rotieren, woraus die Identifikation der Gro¨ße I mit der Summe der Tra¨gheits-
momente der Teilchen pro Einheitsvolumen folgt. Dies wa¨re in der Tat dann - und nur
dann - der Fall, wenn der extensive innere Drehimpulsbeitrag S sich allein aus einer
Rotation der Teilchen speisen wu¨rde. Dies ist jedoch augenscheinlich unwahr fu¨r ein
System, in dem es weitere Beitra¨ge zu S gibt, z.B. die mit der Spindichte des Systems
verknu¨pften. Ein Beispiel fu¨r einen daraus erwachsenden Effekt stellt der EINSTEIN-
DEHAAS-Effekt dar [11]. Einen Einblick in die Bedeutung der Gro¨ße S gibt [12],
eine Diskussion im Rahmen dieser Arbeit erfolgt in Abschnitt 4.2. Eine hydrodyna-
mische Beschreibung muß alle diese Beitra¨ge in Betracht ziehen, infolgedessen kann
7die lokale Winkelgeschwindigkeit der suspendierten Teilchen nur in Ausnahmefa¨llen
mit ω u¨bereinstimmen. Damit verlieren wir jedoch auch die Information daru¨ber, ob
der Entwicklungsparameter I tatsa¨chlich mit der Summe der Tra¨gheitsmomente u¨ber-
einstimmt, d.h. ob der innere Drehimpuls tatsa¨chlich auf rein mechanischem Wege
relaxiert. Die Relaxationszeit τs, die der Drehimpuls des Systems beno¨tigt, um seinen
Gleichgewichtswert anzunehmen, kann somit nur auf experimentellem Weg bestimmt
werden4, eine Berechnung ist ohne eine sehr viel detaillierte mikroskopische Theorie
nicht ohne weiteres denkbar.
• Der Spannungstensor ist hier offensichtlich darauf ausgelegt, den Pha¨nomenen Rech-
nung zu tragen, die mit seinen Außerdiagonalelementen verknu¨pft sind, so z.B. mit der
effektiven Viskosita¨t der Flu¨ssigkeit (vgl. [13]). Da keine konsistente Herleitung des
Spannungstensors erfolgte, verwundert es nicht, daß die Diagonalelemente desselben
in [9] weitgehend unberu¨cksichtigt bleiben. SHLIOMIS gibt noch nicht einmal eine ge-
naue Definition des Drucks p, der in seinem Spannungstensor auftaucht, obwohl eine
solche Gro¨ße im Zusammenhang mit elektromagnetischen Feldern einiger Erkla¨rung
bedarf [14]. ¨Uberdies existieren mittlerweile Vorschla¨ge fu¨r Experimente, aus denen
die Struktur der Diagonalelemente hervorgehen soll; demnach beno¨tigt man hier eine
Theorie, die in der Lage ist, genaue Vorhersagen zu machen - eine Eigenschaft, die
der gerade diskutierten abgeht (vgl. Abschnitt 3.2.2).
• Die von SHLIOMIS aufgestellten hydrodynamischen Bewegungsgleichungen fu¨r die
Magnetisierung und den intrinsischen Drehimpuls widersprechen den thermodynami-
schen Ungleichungen desselben Systems. Die Magnetisierung M genu¨gt laut [9] der
Relaxationsgleichung
M˙ = ω ×M− 1
τ
(M−Meq), (1.6)
die des Drehimpulses lautet
S˙ = M×H− 1
τ s
(S− IΩ). (1.7)
Die Bezeichnungen fu¨r die einzelnen Gro¨ßen entsprechen den bereits verwende-
ten; zusa¨tzlich wird angenommen, daß die suspendierten Teilchen des Ferrofluids
im Gleichgewicht mit der lokalen Winkelgeschwindigkeit Ω der sie umgebenden
Tra¨gerflu¨ssigkeit rotieren. Ein homogenes Magnetfeld der Sta¨rke |H| durchdringe den
Beha¨lter mit der magnetischen Flu¨ssigkeit und werde mit der Winkelgeschwindigkeit
4An dieser Stelle mag die Frage aufkommen, wie sich in einem mesoskopischen Modell, das sich drehende
Teilchen betrachtet, die Relaxationszeiten τs und τB unterscheiden, die schließlich beide mit der Drehung des
Teilchen als Ganzes zusammenha¨ngen. Man sieht aber schon in SHLIOMIS’ Modell, in dem der Drehimpuls
auf rein mechanischem Weg relaxiert, daß es einen Unterschied zwischen diesen Zeiten geben muß. Wa¨hrend
im Fall der magnetischen Relaxation sich die Orientierung φ des Teilchens a¨ndert, bis das Gleichgewicht
wiederhergestellt ist, muß im Fall des Drehimpulses aber deren Ableitung φ˙ gea¨ndert werden.
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ωB rotiert. Die Magnetisierung folgt diesem a¨ußeren Feld, woraus der Zusammenhang









Abbildung 1.4. Zur Veranschaulichung der pha¨nomenologischen Situation.
Die Flu¨ssigkeit rotiert lokal mit der Geschwindigkeit Ω, das Magnetfeld mit
ωB.
Der Drehimpuls relaxiert laut [9] hinreichend schnell in seine stationa¨re Lo¨sung
dS/dt = 0, wir betrachten lediglich die Beitra¨ge der Winkelgeschwindigkeiten senk-
recht zum angelegten Feld. Dann ergibt eine kurze Rechnung analog zu der in Ab-
schnitt 4.2 den Zusammenhang







(ω − Ω)⊥. (1.8)
Das pha¨nomenologische Bild des mesoskopischen Modells vermittelt nun demzufolge









was einen offensichtlichen Widerspruch darstellt.
An diesen Stellen zeigt sich, daß die mesoskopische Theorie von SHLIOMIS durchaus
fehlerbehaftet ist. Hinzu kommt eine ungenaue Definition des Gu¨ltigkeitsbereichs dieser
Theorie. In dem Bereich, der aufgrund der Frequenzbedingung ωBτ  1 als hydrodyna-
misch gilt, ist die Magnetisierung eine schnell in ihren Gleichgewichtswert Meq = Meq(B)
relaxierende Gro¨ße, die demzufolge keineswegs unabha¨ngig ist und zusammen mit den
u¨brigen kurzlebigen (typischerweise 1023) Freiheitsgraden des Systems eliminiert werden
muß. Eine Theorie, die die Magnetisierung explizit beru¨cksichtigt, ist erst vonno¨ten, sobald
sich die Frequenz dem Bereich ωBτ ≈ 1 na¨hert. In diesem Bereich verla¨ßt SHLIOMIS
jedoch bereits wieder die oben vorgestellte Theorie und entwickelt eine sogenannte
“effective field theory” [15], um solch interessante Effekte wie die “negative Viskosita¨t”
von Ferrofluiden zu beru¨cksichtigen. Eine wie auch immer geartete Begru¨ndung fu¨r die
Anwendung dieser mikroskopischeren “effective field theory”, die im wesentlichen auf
einer FOKKER-PLANCK-Gleichung basiert, gibt SHLIOMIS an keiner Stelle, obwohl der
9Gu¨ltigkeitsbereich der von ihm selbst aufgestellten mesoskopischen Theorie gar nicht
verlassen wird. Im Gegensatz dazu wurde erst ku¨rzlich von MU¨LLER und LIU gezeigt [16],
daß eine mesoskopische Theorie, die sich der Magnetisierung als unabha¨ngiger (jedoch
nicht hydrodynamischer) Variable bedient, ohne weitere Annahmen der “negativen Visko-
sita¨t” gerecht wird. Mit anderen Worten: die hydrodynamischen Prinzipien verlangen, daß
man im Frequenzbereich, der durch ωBτ  1 gekennzeichnet ist, eine Theorie aufstellt, die
nicht der Magnetisierung bedarf. Erst im Bereich ωBτ ≈ 1 muß die unabha¨ngige Dynamik
derselben beru¨cksichtigt werden, allerdings ohne den Boden hydrodynamischer Prinzipien
zu verlassen.
Womit wir mit einem Male bei der bereits erwa¨hnten zweiten Anna¨herung an das Pro-
blemfeld “Ferrofluide” angelangt sind: bei der hydrodynamischen Theorie LIUs. Bei dieser
sogenannten “Hydrodynamischen Maxwell Theorie” handelt es sich um eine strikt im
Formalismus der irreversiblen Thermodynamik begru¨ndeten makroskopischen Theorie, die
zuna¨chst allgemein fu¨r alle polarisierbare und magnetisierbare Materialien aufgestellt wurde
[17, 14, 18]. Der Gu¨ltigkeitsbereich dieser Theorie wird alleine durch die Relaxationszeiten
τi der abha¨ngigen Variablen bestimmt. Die an der Dynamik beteiligten Frequenzen ωi
du¨rfen wie bereits erwa¨hnt die Bedingung ωiτi  1 nicht verletzen; insbesondere gilt fu¨r
die Frequenz ωB des Magnetfeldes die Bedingung ωBτ  1. Innerhalb dieses Bereichs
jedoch ist die hydrodynamische Theorie streng und allgemein gu¨ltig, da sie nur auf als
gesichert geltenden Prinzipien der Physik wie etwa der Energieerhaltung basiert.
Als Fundament dieser Theorie gilt die Forderung nach der Existenz von lokalem Gleich-
gewicht, eine Forderung, die die obengenannte Beschra¨nkung des Frequenzbereiches zur
Folge hat. Zweckma¨ßig ist eine intensive Darstellung der Theorie, um sicherzustellen,
daß auch nur mit lokalen Gro¨ßen gearbeitet wir. Die unabha¨ngigen Variablen sind wie in
jeder hydrodynamischen Theorie die erhaltenen Gro¨ßen und die Symmetrievariablen des
Systems. Zusa¨tzlich zu den gewo¨hnlichen Variablen der grundlegenden Hydrodynamik,
wie sie beispielsweise in [19] dargestellt ist, also zusa¨tzlich zur Entropiedichte s, zur
Gesamtdichte ρ der Flu¨ssigkeit und zur Impulsdichte g, gesellen sich in unserem Fall
noch das elektrische Feld D, auch elektrische Induktion genannt, das magnetische Feld
B, in der Literatur oft als magnetischer Fluß bezeichnet, und die Konzentrationsdichte der
suspensierten Partikel im Ferrofluid ρ1. Mit diesen Erhaltungsgro¨ßen und ihren jeweiligen
Bilanzgleichungen la¨ßt sich das vollsta¨ndige Gleichungssystem fu¨r ein Ferrofluid aufstel-
len, das insbesondere die Bewegungsgleichung fu¨r die Flu¨ssigkeit beinhaltet.
Die Vorteile einer solchen Beschreibung im Rahmen einer hydrodynamischen Theorie lie-
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gen auf der Hand:
• Das Fundament der Hydrodynamik bilden allgemein anerkannte Prinzipien der theo-
retischen Physik. Solange diese gelten, gilt auch die hydrodynamische Theorie. So-
lange sich nicht herausstellt, daß sich z.B. die Entropie eines Systems im Laufe der
Zeit verringert, ist die Richtigkeit der Theorie gewiß.
• Dies hat zur Folge, daß die Theorie im ho¨chsten Grad allgemein ist. Die Struktur der
von ihr gelieferten Bewegungsgleichungen unterscheiden sich nicht im geringsten fu¨r
unterschiedliche System wie etwa Wasser, ¨Ol oder Honig. Das teilweise unterschied-
liche Verhalten dieser Systeme wird alleine durch einige wenige Materialparameter
beschrieben; im hier angefu¨hrten Beispiel wa¨re ein solcher Parameter etwa die Visko-
sita¨t des Stoffes.
• Die Theorie ist unabha¨ngig von der Art der zugrunde liegenden mikroskopischen
Wechselwirkung, die letztendlich fu¨r die Dynamik des Systems verantwortlich ist.
Auf der mikroskopischsten Ebene der theoretischen Physik mag es eine Revolution
geben, das HIGGS-Boson mag gefunden werden, die String-Theorien mo¨gen sich als
richtig erweisen, die Form aber etwa der NAVIER-STOKES-Gleichung wird davon
vo¨llig unberu¨hrt bleiben.
Jenseits davon hat diese Art der Beschreibung aber auch einen fu¨r praktische Zwecke
entscheidenden Nachteil: die Bewegungsgleichungen der Hydrodynamik werden erst durch
die Materialparameter mit Leben gefu¨llt; diese aber ko¨nnen nicht mit den Mitteln der
Hydrodynamik bestimmt werden. Hierin unterscheidet sich aber die hydrodynamische
Maxwell Theorie nicht im geringsten von allen anderen hydrodynamischen Theorien. Die
Parameter des Systems mu¨ssen als a¨ußere Eingabe in das Gleichungssystem einfließen,
um sinnvolle Vorhersagen zu ermo¨glichen. Dies kann im wesentlichen auf zwei Arten
geschehen: die Materialgro¨ßen ko¨nnen direkt im Experiment oder unter Anwendung
von mikroskopischen Modellen auf theoretischem Wege bestimmt werden. Beide Wege
erfordern zusa¨tzlichen Input, den die Hydrodynamik nicht zu geben imstande ist.
Auf diese Tatsache gru¨nden sich auch die Kinderkrankheiten, mit denen sich die hydrody-
namische Maxwell Theorie lange Zeit plagen mußte. So zeigte sich fru¨h, daß die Struktur
der Bewegungsgleichungen zwar durchaus experimentellen Befunden Rechnung tragen
konnten, etwa im Falle des “Spin-Up”-Verhaltens eines Ferrofluids [20], das von LIU in
[18] qualitativ diskutiert wurde. Eine u¨berzeugende quantitative Analyse des Problems
mußte jedoch nicht zuletzt wegen der mangelnden Informationen u¨ber die Systemparameter
ausbleiben. Andere theoretische Vorhersagen, wie etwa die Existenz einer stationa¨ren
hydrodynamischen Mode [21] wurden bislang nicht u¨berpru¨ft, teils aus schwer zu u¨ber-
windenden praktischen Hu¨rden, teils aber auch aufgrund des ausbleibenden Interesses
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seitens der “ferrofluid community”, die mit der Standardtheorie von SHLIOMIS ein fu¨r
ihre Zwecke anscheinend mehr oder weniger ausreichend gut funktionierendes Werkzeug
in den Ha¨nden hielt. So fehlte der hydrodynamischen Maxwell Theorie lange Zeit trotz
ihrer fundamentalen Richtigkeit der Anschluß an experimentelle Daten und damit die
Nu¨tzlichkeit fu¨r etwaige Anwendungen. Es muß allerdings betont werden, daß sich dieser
Sachverhalt daraus ergab, daß die Theorie zu wenig Informationen enthielt. Das Gegenteil
ist richtig: wie wir in Abschnitt 2.2 sehen werden, gibt es in der Hydrodynamischen
Maxwell Theorie unbestimmte Koeffizienten in einer solchen Fu¨lle, daß diese sogar zuviele
Informationen beinhalten. Dieser Sachverhalt machte die Hydrodynamische Maxwell
Theorie lange Zeit fu¨r den direkten Vergleich mit den genauen Daten aus den Experimenten
unbrauchbar.
Im Jahre 1998 a¨nderte sich dieser Sachverhalt endlich, als gezeigt werden konnte, wie mit
LIU’s hydrodynamischer Maxwell Theorie unter Mitnahme einiger entscheidender Kreuz-
kopplungskoeffizienten aus dem dissipativen Anteil des Spannungstensors und dem dissipa-
tiven Magnetfeld die Struktur der effektiven Viskosita¨tszunahme eines Ferrofluids in einem
a¨ußeren Magnetfeld erhalten werden kann [13]. Wie in Abschnitt 2.2 gezeigt werden wird,
gilt gema¨ß der hydrodynamischen Theorie fu¨r magnetische Flu¨ssigkeiten folgende Bewe-
gungsgleichung:
ρ(∂t + vl∇l)(gi/ρ) = −s∇iT − ρ∇iξ − ρ1∇iξ1 − gj∇ivj +∇jΠDij
+
(









Hier bezeichnet v die zur Impulsdichte konjugierte Geschwindigkeit, ξ und ξ1 sind die che-
mischen Potentiale und damit die konjugierten Gro¨ßen zu den Dichten ρ und ρ1. Die ersten
vier Terme der rechten Seite bilden die Verallgemeinerung des Druckgradienten, die er-
ste große Klammer der letzten Zeile bildet die oft verwendete makroskopische Form der
Lorentz-Kraft, auch wenn diese Bezeichnung nicht hinreichend genau ist, wie LIU und
STIERSTADT in ihrem a¨ußerst didaktischen Artikel zeigen [22]. Eine Zunahme der Vis-
kosita¨t einer Flu¨ssigkeit ist offensichtlich mit einer zunehmenden Energiedissipation ver-
bunden, weshalb in diesem Zusammenhang die dissipativen Beitra¨ge zur Kraftdichte
fdissi = ∇jΠDij + B× (∇×HD)i (1.11)
von Bedeutung sind. Die dissipativen Feldbeitra¨ge bestimmen sich aus einer Entwicklung
in die thermodynamischen Kra¨fte, die unter Ru¨cksichtnahme auf die entsprechenden Ein-












Einige der Kreuzkopplungen aus dieser Onsagermatrix gewa¨hrleisten nun, daß die hydro-
dynamische Maxwell Theorie die Struktur der Bewegungsgleichungen einschließlich der
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was mit dem Ausdruck (1.1) aus der Standardtheorie zu vergleichen ist. Zum einen ist durch
Vergleich mit der mesoskopischen Theorie der Transportkoeffizient α jetzt bestimmt. Zum
anderen scheinen die beiden Ausdru¨cke aber nicht vo¨llig identisch zu sein. Der Unterschied
zwischen Ihnen ist offensichtlich stark abha¨ngig von der Form der im mesoskopischen
Modell zugrunde gelegten Relaxationsgleichung fu¨r die Magnetisierung. Da diese selber
wiederum ihre Form der adiabatischen Eliminierung der inneren Drehimpulsfreiheitsgrade
verdankt, muß die Relaxationsgleichung fu¨r den Drehimpuls also zusa¨tzlich zu der fu¨r die
Magnetisierung betrachtet werden. Welche Gestalt aber haben diese beiden Gleichungen?
Welches der Ergebnisse fu¨r die Rotationsviskosita¨t ist richtig? Welche Informationen haben
wir u¨berhaupt u¨ber die Magnetisierung und den intrinsischen Drehimpuls?
Die vorliegende Arbeit bezieht ihre Motivation weitestgehend aus diesen offenen Fragen.
Denn wie oben gezeigt verletzen die von SHLIOMIS aufgestellten Gleichungen thermody-
namische Prinzipien; sie ko¨nnen demnach nicht Ausgangspunkt fu¨r ein Modell sein, daß
die Transportkoeffizienten der Maxwell Theorie zu bestimmen hilft. Auf der anderen Seite
fehlt der Maxwell Theorie genau dieser Input um eine fu¨r das Experiment nu¨tzliche Theorie
zu sein.
In dieser Arbeit wird erstmals die vollsta¨ndige Struktur einer Theorie fu¨r magnetische
Flu¨ssigkeiten gegeben, die sich u¨ber einen weiten Frequenzbereich und damit von einer
mesoskopischen, quasi-hydrodynamischen Theorie bis zu einer rein hydrodynamischen
Theorie erstreckt, in der die Magnetisierung keine eigensta¨ndige Variable mehr darstellt.
Diese komplette, allgemeine Theorie ra¨umt endlich sa¨mtliche der hier aufgezeigten Un-
zula¨nglichkeiten und Inkonsistenzen aus dem Feld und ist damit das universelle Instrument
zur Behandlung derjenigen Pha¨nomene, die eng mit den Eigenschaften der Ferrofluide
verbunden sind. Dazu wird im na¨chsten Kapitel eine knappe Einfu¨hrung in die Hydrody-
namik im allgemeinen (Abschnitt 2.1) und in die hydrodynamische Maxwell Theorie im
besonderen gegeben (Abschnitt 2.2). Die Nu¨tzlichkeit dieser Theorie fu¨r Ferrofluide, die
Anwendbarkeit auf Altbekanntes und die Voraussagen fu¨r Neues werden anschließend in
Kapitel 3 ins Auge gefaßt; dieses Kapitel setzt sich mit bereits durchgefu¨hrten Experimen-
ten auseinander, aber auch mit solchen, die erst von verschiedenen Seiten vorgeschlagen
wurden und bei denen Unklarheit daru¨ber herrscht, ob eine Durchfu¨hrung sich lohnt und
tiefere Einblicke in das Wesen der Ferrofluide zula¨ßt.
13
Der Kernpunkt der Arbeit folgt alsdann in Kapitel 4. Fu¨r die mesoskopische Theorie der
magnetischen Flu¨ssigkeiten wird mittels Standardprozedur erstmalig die korrekte Form
einer Magnetisierungsgleichung und einer Relaxationsgleichung fu¨r den intrinsischen,
extensiven Drehimpulsanteil hergeleitet. Diese genu¨gen allen an sie gestellten Forderungen,
insbesondere wird der Widerspruch zwischen den Prinzipien der Thermodynamik und den
pha¨nomenologischen Gegebenheiten aufgehoben. Dieser pha¨nomenologische Hintergrund
wird in Abschnitt 4.1 vermittelt, die Herleitung der Bewegungsgleichungen aus der
Hydrodynamik erfolgt in Abschnitt 4.2. Diese Theorie ist sicherlich fu¨r sich genommen
konsistent, doch fehlt ihr zur endgu¨ltigen Besta¨tigung als eine richtige mesoskopische
Theorie fu¨r magnetische Flu¨ssigkeiten eine Untersuchung, die im anschließenden Kapitel
durchgefu¨hrt wird: Um als universell richtig im Frequenzbereich ωBτ ≈ 1 angesehen zu
werden, muß sich die aufgestellte Theorie im Limes ωB → 0 auf die allgemeinere hydro-
dynamische Maxwell Theorie reduzieren. Um diese Durchfu¨hrung zu ermo¨glichen, wird
in Kapitel 5 zum ersten Mal der innere Drehimpuls in die Hydrodynamik in konsistenter
Weise explizit eingebaut; dieser Einbau steht ebenfalls im Einklang mit den pha¨nome-
nologischen Erwa¨gungen; die Bewegungsgleichung fu¨r den Drehimpuls wird angegeben,
der Spannungstensor wird entsprechend mit einem antisymmetrischen Beitrag modifiziert.
Es wird ebenfalls gezeigt werden, daß diese ¨Anderung der Bewegungsgleichungen keine
Konsequenz auf die Untersuchungen aus Kapitel 3 haben.
Im abschließenden Kapitel 6 wird dann gezeigt, daß sich die neu aufgestellte mesosko-
pische Theorie aus Kapitel 4 tatsa¨chlich im Limes ωB → 0 auf die Maxwell Theorie fu¨r
Ferrofluide reduziert und diese als niederfrequenten Grenzfall beinhaltet. Die nunmehr u¨ber
30 Jahre anhaltende Suche nach einer einheitlichen Theorie fu¨r magnetische Flu¨ssigkeiten
ist damit endgu¨ltig abgeschlossen. Zwar sind, wie die ju¨ngsten Vero¨ffentlichungen zeigen,
noch la¨ngst nicht alle Eigenschaften der Ferrofluide zur Genu¨ge ausgelotet und verstanden.
Aber die Beschreibung der Fluide steht nun endlich auf einem soliden Fundament, die
Werkzeuge zum Versta¨ndnis dieser faszinierenden Flu¨ssigkeiten stehen wie im weiteren
gezeigt nun vollsta¨ndig zur Verfu¨gung.
Das Einheitensystem, das in dieser Arbeit verwendet wird, ist das Heaviside-Lorentz-
System. Dieses System ist fu¨r eine theoretische Arbeit insbesondere gu¨nstig, weil in ihm
alle elektromagnetischen Felder dieselbe Einheit
√
J/m3 haben. Im Vakuum ist der Zusam-
menhang zwischen den Feldern besonders einfach, er lautet
H = B, E = D. (1.14)
Fu¨r den Vergleich mit experimentellen Daten ist jedoch das MKSA-System oft zweckma¨ßi-
ger. Zur Unterscheidung der beiden Systeme werden die Einheiten im MKSA-System mit
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einemˆgekennzeichnet. Die Transformation zwischen beiden Systemen erfolgt mittels
Hˆ = H/
√
µ0, Bˆ = B
√












Hierbei ist µ0 = 4pi · 10−7 N/A2 und 0µ0 = 1/c2. Die elektrische Leitfa¨higkeit ist
σˆ = σ0, die Gleichgewichtssuszeptibilita¨ten sind in beiden Systemen dieselben. Um Ver-
wechslungen mit den Permeabilita¨ten zu vermeiden, wurde fu¨r die chemischen Potentiale
durchga¨ngig der Buchstabe ξ benutzt.
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KAPITEL 2
Einfu¨hrung in die Hydrodynamische Maxwell Theorie
Im vorliegenden Kapitel soll in die sogenannte Hydrodynamische Maxwell-Theorie von Liu
[17, 18] eingefu¨hrt werden, indem ausgehend von einfachen und fundierten Pra¨missen unter
Anwendung von hydrodynamischen Prinzipien die vollsta¨ndigen Bewegungsgleichungen
fu¨r eine magnetisierbare Flu¨ssigkeit erarbeitet werden.
2.1 Die Grundprinzipien
Ein System mit 1023 Teilchen und einer Anzahl von Freiheitsgraden in derselben Gro¨ßen-
ordnung kann bekanntermaßen aus praktischen Gru¨nden unmo¨glich mit einer detaillierten
mikroskopischen Theorie beschrieben werden. Einen Ausweg bieten die makroskopischen
Theorien wie Thermodynamik oder Statistische Mechanik, die sich auf eine kontrollierbare
Anzahl makroskopischer Parameter und Variablen beschra¨nken und erstaunlich gute
und genaue Resultate zeitigen. Mit der Thermodynamik werden jedoch u¨blicherweise
Gleichgewichtszusta¨nde von Systemen beschrieben, was normalerweise Vorhersagen u¨ber
die Dynamik eines Systems naturgegebenermaßen unmo¨glich macht. Um die zeitliche
Entwicklung eines Systems zu studieren, muß man demnach das Gleichgewicht verlassen
und sich in den Bereich von Dissipation und Irreversibilita¨t begeben. Die “Irreversible
Thermodynamik” - auch “Hydrodynamik” genannt - setzt genau hier an und beschreibt
die dissipative Dynamik von Systemen wie nematischen Kristallen [23, 24, 25, 26],
Supraflu¨ssigkeiten [27] oder eben Ferrofluiden.
Wir unterteilen formal das Gesamtsystem in eine Vielzahl von immer noch makro-
skopischen Untersystemen, die aber selbst klein gegenu¨ber dem Gesamtsystem sind.
Voraussetzung fu¨r eine hydrodynamische Beschreibung ist nun die Existenz eines lokalen
Gleichgewichts in den Untersystemen des betrachteten Systems, da ansonsten Begriffe
wie z.B. Temperatur nicht wohldefiniert sind. Diese Forderung bedingt die Einschra¨nkung
der mit der Dynamik der i-ten Variable verknu¨pften Frequenz ωi gema¨ß ωiτi  1, wobei
die Relaxationszeit τi die Zeitspanne ist, die das gegebene Untersystem in Abwesenheit
von a¨ußeren Sto¨reinflu¨ssen beno¨tigen wu¨rde, um in den lokalen Gleichgewichtszustand
u¨berzugehen. Da die lokalen Gleichgewichtszusta¨nde i.a. voneinander verschieden sind,
wird das gesamte System zum globalen Gleichgewichtszustand streben. Dieser stellt
16 Kapitel 2. Einfu¨hrung in die Hydrodynamische Maxwell Theorie
sich durch Umverteilung der entsprechenden hydrodynamischen Variablen der einzelnen
Untersysteme ein, angetrieben durch die sogenannten thermodynamischen Kra¨fte; so wird
beispielsweise durch die thermodynamische Kraft ∇T Energie zwischen zwei Systemen
solange ausgetauscht, bis Temperaturgleichgewicht herrscht und die Entropie der beiden
Systeme maximal ist. Fu¨r makroskopische Systeme muß dieser Austausch auch u¨ber
makroskopische Distanzen erfolgen, was die entsprechenden Bilanzgleichungen mit ihren
Transportkoeffizienten widerspiegeln.
Oftmals, so auch im Rahmen dieser Arbeit, ist es zweckma¨ßiger, die Energiedichte ε an-
stelle der Entropiedichte s als fundamentale Gro¨ße aufzufassen. Globales Gleichgewicht
stellt sich dann ein, wenn das Gesamtsystem im Zustand minimaler Energie hinsichtlich der
Zwangsbedingungen ist, die dem System durch die erhaltenen Gro¨ßen aufgepra¨gt werden.
Es ist hinla¨nglich bekannt, daß die sogenannte Energiedarstellung der Entropiedarstellung
a¨quivalent ist [28, 29].
2.2 Die Grundgleichungen
2.2.1 Die thermodynamischen Relationen
Das hier interessierende System ist ein sogenanntes Ferrofluid, eine Suspension paramagne-
tischer Teilchen der Gro¨ße einiger Nanometer in einer Tra¨gerflu¨ssigkeit wie ¨Ol oder Wasser.
Die Hydrodynamik beno¨tigt zur Beschreibung eines solchen Systems nur dessen langlebi-
ge Freiheitsgrade. Demnach ist gema¨ß [18, 22] die Gesamtenergiedichte ε eine Funktion
der folgenden Variablen allein: des elektrischen Feldes D, des magnetischen Feldes B, der
Entropiedichte s, der Dichte der Tra¨gerflu¨ssigkeit ρ2, der Dichte der suspendierten Partikel
ρ1 und der Impulsdichte g = gtot−D×B/c. Hierbei bezeichnet gtot = ρv + E×H/c die
erhaltene Gesamtimpulsdichte des Systems. Der Grund fu¨r die Entscheidung gegen diese
als unabha¨ngige Variable findet sich in [14]. Daru¨berhinaus ist es sinnvoller, eine der beiden
Dichten ρ1 und ρ2 durch Einfu¨hrung der Gesamtdichte ρ = ρ1 + ρ2 zu eliminieren. Wir
entscheiden uns hier fu¨r die beiden Dichten ρ und ρ1 als unabha¨ngige Variablen. Verknu¨pft
werden all diese Variablen durch die Gibbs’sche Fundamentalgleichung
dε = T ds+ ξ dρ+ ξ1 dρ1 + v · dg + E · dD + H · dB. (2.1)
Die konjugierten Variablen sind wie gewo¨hnlich als partielle Ableitungen der Energiedichte














Die Ableitung nach einem Vektor ist hierbei wie u¨blich als Kurzschreibweise fu¨r denjenigen
Vektor zu verstehen, der entsteht, indem man eine skalare Gro¨ße nach den Komponenten
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des Vektors ableitet und die Ergebnisse wieder zu einem Vektor zusammenfaßt.
Eine Minimierung der Gesamtenergie im Gleichgewicht unter den Randbedingungen er-
haltener Entropie, erhaltener Dichten, erhaltenem Gesamtimpuls und Gu¨ltigkeit der zeitun-
abha¨ngigen Maxwell-Gleichungen
∇ ·B = 0 und ∇ ·D = ρel (2.3)
liefert die Gleichgewichtsbedingungen des Systems. Diese lauten in lokaler Darstellung
∇T = 0, ∇ ξ = 0, ∇ ξ1 = 0, (∇ivj +∇jvi) = 0
∇× E0 = 0, ∇×H0 = 0. (2.4)
2.2.2 Die Bewegungsgleichungen
Im Nichtgleichgewicht haben diese thermodynamischen Kra¨fte eine endliche Gro¨ße und
produzieren Entropie, wa¨hrend sie das System ins globale Gleichgewicht treiben. Um diese
Dynamik des Systems abzuleiten, beno¨tigen wir die Bewegungsgleichungen fu¨r die hydro-
dynamischen Variablen. Fu¨r das elektrische und das magnetische Feld sind diese die makro-
skopischen Maxwellgleichungen
∂tB = −c∇× (EM) und (2.5)
∂tD = c∇× (HM)− jel. (2.6)
Die Felder EM und HM, die in die Maxwell-Gleichungen eingehen, unterscheiden sich of-
fensichtlich von den vorher definierten Feldern des Gleichgewichts E und H. In der Tat
enthalten diese Felder als “Stro¨me” sowohl reaktive als auch dissipative Anteile, wobei die
dissipativen Anteile ED und HD Funktionen der thermodynamischen Kra¨fte sind, deren ge-
naue Gestalt wir spa¨ter erhalten werden. Formal schreiben wir zum jetzigen Zeitpunkt
EM = E + ED, HM = H + HD, (2.7)
eine Darstellung, die von der der herko¨mmlichen Variablen u¨bernommen wurde. Deren
zeitliche Entwicklungen lassen sich aufgrund ihrer lokalen Erhaltung einfach durch Kon-
tinuita¨ts- und Bilanzgleichungen darstellen, wobei einzig der Entropiedichte ein Quellterm
spendiert wird, die sogenannte Entropieerzeugung R, solange sich das System im Nicht-
gleichgewicht befindet. Dies tra¨gt dem oben erwa¨hnten Sachverhalt Rechnung, daß die ther-
modynamischen Kra¨fte jenseits des Gleichgewichts einen endlichen Wert haben und fu¨r die
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Entropieproduktion verantwortlich sind. Im einzelnen sind diese Bilanzgleichungen
∂ts+∇ · (sv − fD) = R/T, (2.8)
∂tg
tot
i +∇j (Πij + ΠDij) = 0. (2.9)
∂tρ+∇ · ρv = 0, (2.10)
∂tρ1 +∇ · (ρ1v − jD) = 0, (2.11)
∂tε+∇ ·Q = 0. (2.12)
Πij bezeichnet den Spannungstensor, Q den Energiestrom; wie bereits erwa¨hnt kennzeich-
net ein hochgestellter Index “D” die dissipativen Anteile der entsprechenden Stro¨me. Die
Gleichung (2.12) fu¨r die Energieerhaltung ist nun Ausgangspunkt fu¨r die Ableitung der un-
bekannten Gro¨ßen in diesem Gleichungssystem, namentlich die dissipativen Gro¨ßen, die
Entropieerzeugung, den Energiestrom und den reaktiven Anteil des Spannungstensors. Die
Bestimmung dieser Gro¨ßen erfolgt mit der sogenannten “hydrodynamischen Standardpro-
zedur”: aus der Gibbs’schen Beziehung (2.1) berechnen wir ε˙ unter Hinzunahme der Bewe-
gungsgleichungen (2.5) - (2.11). Diejenigen Terme, die sich als Divergenz darstellen lassen
identifizieren wir mit dem Energiestrom. Die Forderung nach Energieerhaltung bedingt das
Verschwinden aller u¨brigen Terme, wobei die reaktiven Terme dem Spannungstensor und
die Terme, die aus Paaren von thermodynamischer Kraft und dissipativem Strom beste-
hen, der Entropieerzeugung zugeordnet werden. Schließlich soll die Entropieerzeugung im
Gleichgewicht verschwinden und ist damit eine Funktion der thermodynamischen Kra¨fte al-
lein. Diese etwas langwierige Rechnung findet sich in Anhang A und liefert uns als Ergebnis
Qi = (Ts+ ξρ+ ξ1ρ1 + v · g)vi + TfDi + ξ1jDi + ΠDjivj
+ c(E×H + ED ×H0 + E0 ×HD)i, (2.13)
R = − fD · ∇T − jD · ∇ξ1 − ΠDijvij − (jel − ρelv) · E0
+ED · c(∇×H0)−HD · c(∇× E0), (2.14)
Πij = (Ts+ ξρ+ ξ1ρ1 + v · g + H ·B + E ·D− ε)δij
− 1
2
(HiBj + EiDj − vigj + (i↔ j)). (2.15)
Hieraus ergeben sich aufgrund der Forderung nach positiver Definitheit der Funktion R die
dissipativen Stro¨me durch Entwicklung nach den thermodynamischen Kra¨ften. Insbesonde-
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Eine einfache Modellrechnung in [17] zeigt, daß der Diagonalkoeffizient β der Relaxa-
tionszeit τp der Polarisation proportional ist, eine Gro¨ße, die fu¨r die hier betrachteten
dielektrischen Ferrofluide a¨ußerst klein ist. Es ist auch nicht zu erwarten, daß die ent-
sprechenden Kreuzkopplungskoeffizienten ν, ϑ und υ diese Gro¨ßenordnung u¨bersteigen.
Da die mit den restlichen Diagonal- und Kreuzkopplungen verknu¨pften Effekte aus der
Hydrodynamik ohne elektromagnetische Felder stammen und bereits gut studiert sind (vgl.
beispielsweise [11]), sind die interessanten Terme diejenigen von Gleichung (2.16), welche
erstmalig in [13] genauer untersucht wurden.
Wir wenden uns diesen darum ein wenig ausfu¨hrlicher zu. Die Nebendiagonalelemente der
Transportkoeffizientenmatrix (2.16) sind u¨ber die Onsager-Symmetrie-Relation
λijl(B) = −λjli(−B) (2.18)
miteinander verknu¨pft, was aus der Forderung nach geradem Zeitumkehrverhalten der
Entropieerzeugung folgt (vgl. [30]). Da die Isotropie des Systems durch die Vorzugsrich-
tung eines angelegten Magnetfeldes zersto¨rt wird, werden die Koeffizienten nach ebendie-
ser Anisotropie entwickelt. Gema¨ß Landau [31] sind die einzig unabha¨ngigen Eintra¨ge der
Tensoren der entsprechenden Stufe
αij(B) = αδij + α2BiBj + α3ikjBk (2.19)
λijl(B) = λ(ikjBkBl + iklBkBj) + λ2Biδjl
+λ3(Blδij +Bjδil) + λ4BiBjBl (2.20)
ηikjl(B) = η1δikδjl + η2(δilδjk + δijδkl) + η3BiBkδjl + η4BjBlδik
+ η5(BiBjδkl +BiBlδjk +BkBlδij +BjBkδil)
+ η6BiBjBkBl
+ η7(injBnδkl + inlBnδkj + knjBnδil + knlBnδij). (2.21)
Diese große Anzahl von Transportkoeffizienten wurde bereits eingangs erwa¨hnt. Sie ist es,
die lange Zeit den Vergleich zwischen der hydrodynamischen Maxwell Theorie und den
experimentellen Daten so sehr erschwerte. Sie soll allerdings nicht daru¨ber hinwegta¨uschen,
daß wesentliche Eigenschaften eines Ferrofluids wie etwa die justierbare effektive Viskosita¨t
bereits mit einigen wenigen Koeffizienten beschrieben werden ko¨nnen. Gema¨ß [13] sind
dies die Koeffizienten α, λ3 und η5, die u¨berdies alle mit dem einzigen freien Parameter des
Systems, der magnetischen Relaxationszeit τm u¨ber den Zusammenhang
α = −2λ3 = 4η5 = τmχ (2.22)
verknu¨pft sind. Die magnetische Suszeptibilita¨t χ ist in diesem Fall durch die Proportiona-
lita¨t der Gleichgewichtsmagnetisierung Meq zum a¨ußeren Feld B0 im Ruhesystem gegeben:
Meq = χB0, analog dazu existiert eine weitere Suszeptibilita¨t χ˜, die der in der Literatur
ha¨ufig verwendeten entspricht und durch die Relation Meq = χ˜H0 definiert wird. Der Zu-
sammenhang zwischen diesen beiden ist durch χ˜ = χ/(1− χ) gegeben.
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2.2.3 Die Kra¨ftebilanz der Ferrofluide
Betrachten wir abschließend noch kurz die sich aus der Kontinuita¨tsgleichung fu¨r die Im-
pulsdichte (2.9) ergebende Kra¨ftegleichung - auch Navier-Stokes-Gleichung fu¨r magneti-
sche Flu¨ssigkeiten genannt - unter Vernachla¨ssigung des Feldes ED, welches fu¨r die hier
betrachteten Flu¨ssigkeiten wie oben erwa¨hnt kaum eine Rolle spielt, so erhalten wir
ρ(∂t + vl∇l)(gi/ρ) = −s∇iT − ρ∇iξ − ρ1∇iξ1 − gj∇ivj +∇jΠDij
+
(




Einsetzen von (2.16) und Ausnutzen der Beziehung (2.22) liefert dann die Bewegungsglei-
chung
ρ(∂t + vl∇l)(gi/ρ) = −s∇iT − ρ∇iξ − ρ1∇iξ1 − gj∇ivj






Mit dieser Bewegungsgleichung und dem Ausdruck fu¨r den Spannungstensor (2.15) haben
wir nun die Werkzeuge zur Verfu¨gung, relevante Experimente fu¨r Ferrofluide zu beschrei-
ben. Zum Schluß bemerken wir noch, daß die ersten vier Terme der rechten Seite der Glei-
chung (2.24) die Volumenkraftdichte
fbulk = −s∇− ρ∇iξ − ρ1∇iξ1 − gj∇vj. (2.25)
darstellen, was sich im weiteren Verlauf als nu¨tzlich erweisen wird.
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KAPITEL 3
Anwendungsbeispiele fu¨r die Hydrodynamische Maxwell
Theorie
Mit den Ergebnissen aus dem vorangegangenen Kapitel haben wir nun die Mo¨glichkeit, die
Nu¨tzlichkeit und Anwendbarkeit der Hydrodynamischen Maxwell Theorie zu u¨berpru¨fen.
In der Tat gibt es zwei wesentliche Gru¨nde fu¨r die Formulierung einer Theorie fu¨r magne-
tische Flu¨ssigkeiten, obwohl wie in der Einleitung erwa¨hnt bereita eine funktionierende,
wenn auch etwas undurchsichtige und teilweise sogar unrichtige Theorie bereits existiert,
na¨mlich die auf dem Modell von M. I. SHLIOMIS basierende [9]. Neben den der Tatsache,
daß diese Theorie teilweise Widerspru¨che in sich birgt ist da zusa¨tzlich noch der Wunsch
eines jeden theoretischen Physikers, das Wesen eines jeden Dinges vollsta¨ndig zu durch-
dringen, alle Zusammenha¨nge, die mit ihm in Verbindung stehen, zu verstehen und eine
Basis fu¨r eine Beschreibung zu finden, die keinen redundanten Input beno¨tigt, die gleich-
sam den kleinsten gemeinsamen Nenner darstellt. Wir brauchen keine unterschiedlichen
Theorien fu¨r Ferrofluide und Wasser, genauso, wie wir auch keine getrennten Theorien fu¨r
Honig und Wasser beno¨tigen. Und auch in diesem Sinne ist die bislang vorliegende Arbeit
von Shliomis et al. unbefriedigend; sie ist oft lu¨ckenhaft, bedient sich zuweilen intuitiver
Argumente und scheint eher eine Theorie zu sein, die am falschen Ende aufgeza¨umt wurde:
Sie ist deutlich auf die Vereinbarkeit mit den experimentellen Befunden ausgerichtet und
sucht sich dafu¨r die passenden Werkzeuge aus dem großen Modellbaukasten der klassischen
Physik, anstatt einer reinen Deduktion aus wenigen Grundprinzipien zu folgen, wie das in
Kapitel 2 dieser Arbeit geschah.
In diesem Teil der Arbeit sollen nun einige interessante und konkrete Vorga¨nge in Ferroflui-
den analysiert werden; einerseits, um die Leistungsfa¨higkeit der Hydrodynamischen Max-
well Theorie unter Beweis zu stellen, andererseits aber auch, um deutlich zu machen, ob und
wo die Vorhersagen dieser Theorie fu¨r bestimmte Experimente relevant sind. Daß dies nicht
immer der Fall sein muß, zeigte eine Analyse relativistischer Korrekturterme in [13], die al-
lesamt von zu geringer Gro¨ßenordnung sind, um experimentell zuga¨nglich zu sein. So wird
es auch hier nicht verwundern, wenn nicht alle Effekte, die untersucht werden, tatsa¨chlich
experimentell verifiziert werden ko¨nnen.
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3.1 Der stromdurchflossene Leiter
Eines der bekanntesten und gleichzeitig auch eines der beeindruckendsten Experimente, die
sich mit Ferrofluiden auseinandersetzen, betrifft eine magnetische Flu¨ssigkeit in einem in-
homogenen magnetischen Feld. In [9] findet man eine mit Ferrofluid gefu¨llte Petrischale,
durch die vertikal ein stromfu¨hrender Draht gelegt ist. Dieser Aufbau ist in Abb. 3.4 dar-
gestellt, nebst der sich einstellenden Oberfla¨chenform der Flu¨ssigkeit. In [22] wurde dieser
Aufbau bereits im Rahmen der Hydrodynamischen Maxwell-Theorie prinzipiell untersucht,
die genaue Analyse soll hier folgen, wobei auf die grundlegenden Gleichungen aus jener
Arbeit fu¨r dieses Problems zuru¨ckgegriffen wird.
3.1.1 Die Oberfla¨che
Der Leiter im Ferrofluid befinde sich bei r = 0 in Zylinderkoordinaten. Ist er vom Strom
der Stromsta¨rke J durchflutet, so wird das sich aufbauende inhomogene Magnetfeld |H| =
J/(2pir) das Ferrofluid in Richtung des Drahtes ziehen. Die resultierende Oberfla¨chenform
z(r) wurde in [1] unter Vernachla¨ssigung der Oberfla¨chenspannung angegeben. Im Rahmen
schwacher Felder und somit linearer konstituierender Relationen ergibt das Kra¨ftegleichge-







wobei g die Gravitationsbeschleunigung der Erde ist und die Dichte eines typischen
Ferrofluids wie das Fluid EMG705 von Ferrofluidics Corp. ρ = 1, 2 · 103 kg/m3 betra¨gt.
Zwar kommt es (vgl. Abschnitt 3.1.2) bei angelegtem magnetischen Feld zu einer ¨Anderung
der Konzentrationsdichteverteilung im Ferrofluid; jedoch muß dieser hier nicht explizit
beru¨cksichtigt werden, denn es handelt sich um einen Effekt, der sich erst nach Zeiten
einstellt, die sehr groß gegenu¨ber den Zeiten sind, die die Oberfla¨che beno¨tigt, um ihre neue
Form anzunehmen. Die Dichte des Fluids kann folglich in den folgenden ¨Uberlegungen als
als konstant angenommen werden.
Wird u¨ber Gl. (3.1 hinaus die Oberfla¨chenspannung der Flu¨ssigkeit explizit beru¨cksichtigt,






− α(κ1 + κ2)
ρg
. (3.2)
Wie stark vera¨ndert dieser Zusatzterm nun die Form der Oberfla¨che? In obiger Gleichung
bezeichnen κ1 und κ2 die Hauptkru¨mmungen der Fla¨che. Diese sind allerdings selber wie-
der Funktionen der Oberfla¨chenform z(r), was die obige Gleichung zu einer komplizierten
Differentialgleichung macht. Es gibt jedoch die Mo¨glichkeit, diese Differentialgleichung
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iterativ zu lo¨sen, indem der zweite Term als kleine Sto¨rung betrachtet wird. Die damit
berechnete Oberfla¨chenform wird dann erneut zur Bestimmung der Hauptkru¨mmungsradien
herangezogen, es ergibt sich die neue Sto¨rung na¨chster Ordnung, mit dieser kann erneut das
Profil der Oberfla¨che bestimmt werden; dieser Vorgang wird wiederholt, bis die Oberfla¨che
gegen eine feste Form konvergiert. Dieses Verfahren beno¨tigt jedoch einen immensen
Rechenaufwand, der durch die gewonnenen Einsichten in die Physik nicht gerechtfertigt zu
sein scheint. Wir wollen hier darum einen noch weiter vereinfachenden Weg einschlagen,
der dann gerechtfertigt ist, wenn bereits in erster Ordnung der Korrekturterm der Ober-
fla¨chenspannung so klein ist, daß die Fla¨che selbst in den Punkten gro¨ßter Kru¨mmung
weitgehend unverformt bleibt. Daß dem tatsa¨chlich so ist, zeigt die folgende Rechnung.
Fu¨r diese beno¨tigen wir zuna¨chst den expliziten Ausdruck fu¨r die Kru¨mmungsradien, die
sich komplett aus der ersten und zweiten Fundamentalform berechnen lassen. Die Metrik

























Daraus berechnet sich die mittlere Kru¨mmung folgendermaßen:
(κ1 + κ2) = (g
11b11 + g
22b22)




















Dieser Ausdruck beschreibt die mittlere Kru¨mmung in einem beliebigen Punkt r. Wir sind
jedoch an den Punkten interessiert, an denen die Fla¨che maximal gekru¨mmt ist und demzu-
folge auch die maximale mittlere Kru¨mmung aufweist. Fu¨r den anstehenden Vergleich der
Gro¨ßenordnung der Terme wird der Ausdruck mit C = χJ2/(8pi2ρgr2) maximiert. Fu¨r das
angegebene Ferrofluid betra¨gt laut Angabe des Herstellers die magnetische Suszeptibilita¨t
χ = 0, 56, die Oberfla¨chenspannung hat die Gro¨ße α = 0, 03 N/m. Damit erhalten wir
bei einer Stromsta¨rke von 1 A die Konstante C = 7, 57 · 10−7 cm3. Es gibt aus den 12
Wurzeln der Ableitung von Gl. (3.5) nach r genau eine, die positiv und reell ist, sie lautet
rmax = 0, 0134 cm. Mit dieser ist der Betrag der mittleren Kru¨mmung an der Stelle der
sta¨rksten Kru¨mmung (κ1 + κ2)max = 45, 67 cm−1.
Die sta¨rkste ¨Anderung der Oberfla¨chenform erwarten wir demnach bei rmax = 0, 0134 cm.
Tatsa¨chlich liefert Gl. (3.2) mit diesen konkreten Zahlen
z(rmax) = 4, 10 · 10−3 cm, (3.6)
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ohne die Korrektur, also mit z˜(r) = C/r2 hingegen erhalten wir
z˜(rmax) = 4, 22 · 10−3 cm. (3.7)
Der Einfluß, den die Oberfla¨chenspannung auf das Kra¨ftegleichgewicht zwischen magneti-
scher und Gravitationskraft hat, ist demnach von der Ordnung O(10−4) und damit wohl zu
klein, um im Experiment u¨berpru¨ft werden zu ko¨nnen, auch wenn seine Signifikanz fu¨r die
Theorie davon unberu¨hrt bleibt.
Fu¨r die angegebene Stromsta¨rke von J = 1 A sollen die Oberfla¨chenverla¨ufe mit und ohne
den korrigierenden Oberfla¨chenterm in den nachstehenden Abbildungen 3.1 und 3.2 darge-
stellt werden. Der maximale Unterschied zwischen beiden Oberfla¨chenverla¨ufen ist in Abb.
3.3 zu sehen.











Abbildung 3.1. Die Form der Oberfla¨che mit zusa¨tzlicher Korrektur gema¨ß
Gl. (3.2)
3.1.2 Dichtevariation bei angelegtem Feld
Ferrofluide sind Suspensionen paramagnetischer Nanopartikel in eine Tra¨gerflu¨ssigkeit,
demnach sind die beiden Dichten der Teilsysteme erhaltene Gro¨ßen und sollten auch in
die hydrodynamische Beschreibung eingehen. In den meisten Fa¨llen liegt der hydrodyna-
mischern Betrachtung jedoch eine solch geringe Auflo¨sung zugrunde, daß ein gegebenes
Ferrofluid als homogene Flu¨ssigkeit einer einzigen Dichtevariablen erscheint. Gibt es
aber nicht doch Ausnahmen, in denen der Einfluß der Dichte der suspendierten Teilchen
spu¨rbar wird? Kann man ein Ferrofluid immer als homogene, einkomponentige Flu¨ssigkeit
auffassen? Um diese Frage zu beantworten, soll im Folgenden ein Effekt analysiert werden,
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Abbildung 3.2. Die Form der Oberfla¨che ohne zusa¨tzliche Korrektur gema¨ß
Gl. (3.1)
der aus der Variation der Dichte der magnetischen Teilchen folgt.
Es ist hierbei zweckma¨ßig, statt der Dichte der suspendierten Teilchen ρ1 und der Dichte des
Solventen ρ2 die Gesamtdichte ρ = ρtot = ρ1 + ρ2 und ρ1 als die unabha¨ngigen Variablen
zu betrachten (vgl. [22]). Die Gibbs’sche Fundamentalbeziehung wird dann erweitert und
liest sich
dε = T ds+ ξ dρ+ ξ1 dρ1 + v · dg + E · dD + H · dB. (3.8)
Als erhaltene Gro¨ße spendieren wir der Suspensatdichte eine eigene Kontinuita¨tsgleichung
ρ˙1 = −∇ · (ρ1v) und binden sie in das gesamte Gleichungssystem ein. Die wesentliche
¨Anderung betrifft die Volumenkraftdichte (2.25), die nun
fbulk = −s∇T − ρ∇ξ − ρ1∇ξ1 − vj∇gj − ρgez (3.9)
lautet. Wie leicht zu erkennen ist, wurde hier die Gravitationskraft u¨ber g˙i + ∇kΠtotik =
−ρgez eingebunden, um den Laborbedingungen gerecht zu werden. g ist offensichtlich
die Gravitationsbeschleunigung der Erde, der Einheitsvektor ez ist aufwa¨rts gerichtet. Im
Gleichgewicht gelten die Bedingungen
∇T = 0, ∇ξ1 = 0, ∇ξ = −gez. (3.10)
Ferner sei der inkompressible Limes, der in [22] erla¨utert wird, vorausgesetzt, d.h. die
Gleichgewichtsbedingungen a¨ndern sich folgendermaßen:
∇T = 0, ∇ξin1 == −gγez. (3.11)
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Abbildung 3.3. Vergleich der beiden Oberfla¨chenformen mit und ohne Kor-
rekturterm im Bereich sta¨rkster Oberfla¨chena¨nderung
In der zweiten Gleichung gelten die Abku¨rzungen ξin1 = ξ1 + γξ und γ = 1 − ρF/ρM .
Die lokalen, tatsa¨chlichen Dichten der umgebenden Flu¨ssigkeit ρF und die der magneti-
schen Partikel ρM sind in diesem Limes konstante Gro¨ßen; fu¨r ihre Volumenmittel gilt
ρ1 =< ρM > und ρ2 =< ρF >.
Im folgenden wollen wir ein ruhendes System mit v = 0 in eben diesem Limes betrachten.
Genauer gesagt handelt es sich bei dem zu untersuchenden System um eine Probe eines
Ferrofluids, durch das ein stromdurchflossener Leiter gefu¨hrt ist. Der schematische Aufbau
ist in Abb. 3.4 verdeutlicht.
Es sind dabei allerdings folgende Einschra¨nkungen zu beachten: Befindet sich das System
zum Zeitpunkt t0 = 0 bei abgeschaltetem Strom in einem Gleichgewichtszustand mit ho-
mogener Dichteverteilung, so wird das System nach Einschalten des Stroms im Laufe der
Zeit in einen neuen Gleichgewichtszustand u¨bergehen, dem eine andersartige Dichtevertei-
lung des Suspensats entspricht. Das gestellte Problem ist demnach dynamischer Natur, seine
Lo¨sung erfordert die Betrachtung des gesamten hydrodynamischen Gleichungssystems ein-
schließlich der Diffusionsgleichungen und den Maxwellgleichungen zu einem gegebenen
Zeitpunkt t > t0, bis bei t→∞ eine stationa¨re Lo¨sung der Bewegungsgleichungen gefun-
den wird. Im allgemeinen nimmt dieser Vorgang eine sehr große Zeit in Anspruch.
Wir sind hier lediglich an einer Angabe der Dichteverteilung nebst der Gro¨ßenordnung die-
ses Effekts interssiert. Aus diesem Grund soll nicht die Umverteilung von ρ1 bei einer festen
Teilchenzahl N1 betrachtet werden, sondern die sich einstellende Gleichgewichtsverteilung
(3.11) fu¨r ein Reservoir mit unendlich vielen Teilchen. Das Profil der Dichteverteilung bleibt
dabei im wesentlichen unvera¨ndert, und fu¨r die Gro¨ßenordnung des Effekts wird in dieser
Betrachtungsweise eine unter Grenze festgelegt, da der Effekt nur gro¨ßer werden kann, wenn






Abbildung 3.4. Der durch das Gefa¨ß mit dem Ferrofluid gefu¨hrte Leiterdraht
fu¨hrt den Strom J . Die gestrichelte Linie stellt den Oberfla¨chenverlauf des
Fluids nach Einschalten des Stroms dar.
die Teilchen vom Rand des Gefa¨ßes zum Draht im Inneren wandern.
Die zweite Einschra¨nkung betrifft die Bedingung ∇T = 0, die fu¨r das beschriebene
System mit Sicherheit nicht erfu¨llt sein wird. Dieser Effekt betrifft jedoch die Dynamik
des Systems, da er in die Kra¨ftebilanz (3.9) eingeht, weshalb seine Betrachtung in die-
sem Zusammenhang keinen Raum findet. Sollten die Daten aus etwaigen Experimenten
jedoch tatsa¨chlich nicht mit den hier angegebenen u¨bereinstimmen, so liegt Nahe, daß
die vorliegende Analyse zu vereinfachend ist und das vollsta¨ndige Problem mit allen
Bewegungsgleichungen gelo¨st werden muß.
Aus der zweiten Gleichgewichtsbedingung von (3.11) folgt bei Vernachla¨ssigung des Gra-


















wobei in diesem Fall fu¨r die osmotischen Kompressibilita¨t κos = 10−3/Pa gilt. Ein typisches
Ferrofluid wie das schon oben betrachtete Fluid EMG705 der Firma Ferrofluidics Corp. hat
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eine Suszeptibilita¨t von χ = 0, 56. Mit diesen Daten wird der Dichtegradient
∇ρ1
ρ1






wobei das Magnetfeld eines vom Strom der Stromsta¨rke J durchflossenen Leiters |H| =
J/(2pir) eingesetzt wurde. In Zylinderkoordinaten hat diese Gleichung die Lo¨sung





Die Dichteverteilung im Unendlichen ρ1(∞) entspricht dabei der Teilchenzahldichte des
Ferrofluids in Abwesenheit eines a¨ußeren Feldes. Sie betra¨gt 2, 4 · 1022/m3. Fu¨r die drei
Stromsta¨rken J = 0, 1 A, J = 0, 5 A und J = 1 A sind die Dichteverla¨ufe in der Abb. 3.5
fu¨r eine Probe angegeben. Der interessante Bereich, in dem es einen merklichen Effekt gibt,
liegt dicht am Leiterdraht in einem Umfeld von ca. 1 cm Radius.









J = 1 A
J = 0.5 A
J = 0.1 A
Abbildung 3.5. Die Dichteverteilungen der suspensierten Teilchen innerhalb
des Ferrofluids. Die geringe Gro¨ßenordnung des Effekts la¨ßt sich leicht erken-
nen.
Dabei wird deutlich, daß die Gro¨ßenordnung des Effekts bereits bei großen Stromsta¨rken im
Bereich von 10−3 bis 10−7 liegt. Um einen meßbareren Effekt zu erhalten, muß der Drahtra-
dius entweder viel weiter verkleinert werden, oder aber die Stromsta¨rke muß entsprechend
erho¨ht werden. Beides wird zu großen praktischen Problemen fu¨hren. Die meisten Expe-
rimente werden also kaum davon beru¨hrt werden, daß es sich bei Ferrofluiden um bina¨re
Mischungen handelt. Um zu zeigen, daß der Effekt aber keineswegs immer als klein ange-
nommen werden darf, zeigt Abb. 3.6 dasselbe Profil der Dichteverteilung, hier allerdings
unter Einfluß eines angelegten Stromes von 10 A.
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J = 10 A
Abbildung 3.6. Die Dichteverteilungen der suspensierten Teilchen innerhalb
des Ferrofluids bei viel gro¨ßerer Stromsta¨rke als zuvor. Der Effekt hat sich
deutlich vergro¨ßert.
3.2 Der Spannungstensor
Es gibt eine Reihe interessanter Versuche und experimenteller Befunde, die wesentlich mit
der Struktur des Spannungstensors verknu¨pft sind. Gut bekannt und verstanden ist bislang
die Erho¨hung der Viskosita¨t eines Ferrofluids in einem a¨ußeren Feld, ein Effekt, der eng mit
den Nebendiagonalelementen des Spannungstensors und der darin enthaltenen Kopplung
von mechanischen an elektromagnetische Freiheitsgraden verknu¨pft ist [8, 13]. Daru¨ber-
hinaus gibt es interessante Vorhersagen bezu¨glich des “Drucks”1, die bislang nicht experi-
mentell u¨berpru¨ft sind. Diesen soll im folgenden unser Augenmerk geschenkt werden. Im
u¨brigen treten hierbei keine Effekte auf, die mit der Konzentrationsdichte der Ferrofluid-
Teilchen zusammenha¨ngen, auf diese Dichte ρ1 soll demnach im folgenden der Einfachheit
halber verzichtet werden.
1Da der Druck in Anwesenheit elektromagnetischer Felder eine schlecht definierbare Gro¨ße ist, vgl. [14],
muß man genauer von den Diagonalelementen des Spannungstensors, sprechen die sich in Abwesenheit a¨uße-
rer Felder auf den u¨blichen hydrodynamischen Druck reduzieren.
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3.2.1 Die Nebendiagonalelemente
Zuna¨chst einmal befassen wir uns ein weiteres mal mit den Nebendiagonalelementen des
Spannungstensors (2.15). Sie lauten
(Πtotij )i6=j = −
1
2
(HiBj +HjBi + EiDj + EjDi − vigj − vjgi) + ΠDij. (3.16)
Es konnte gezeigt werden, daß die dissipativen Anteile aus diesem Spannungstensor neben
den dissipativen Anteilen aus dem Feld HD fu¨r die effektive Erho¨hung der Viskosita¨t eines
Ferrofluids in einem a¨ußeren Magnetfeld verantwortlich sind (vgl. [13, 32]). ¨Uberdies zeigt
die Analyse wie nicht anders zu erwarten eine genaue ¨Ubereinstimmung der Nebendia-
gonalelemente des Spannungstensors der Hydrodynamischen Maxwell-Theorie und des
von SHLIOMIS in [9, 8] erarbeiteten, wenn man den hydrodynamischen Limes ωB → 0
betrachtet.
In einem relativ neuen Artikel finden nun jedoch MU¨LLER und ENGEL in einem Vergleich
eben dieser Theorien einen Unterschied [33]: Eine Schicht eines Ferrofluids wird dem Ein-
fluß eines linear polarisierten Magnetfeldes H(2) = (H(2)x , 0, H(2)z ) cosωBt ausgesetzt, vgl.
Abb. 3.7. Damit wird die Tangentialkraft ft = Πtotxz −Πtot,(2)xz bestimmt, die auf ein gegebenes
Oberfla¨chenelement einer ruhenden Flu¨ssigkeit mit v = 0 wirkt. Wa¨hrend die mesoskopi-
sche Theorie von Shliomis hier eine Kraft der Ordnung O((ωBτ)2) voraussagt, diese also









z sin 2ωBt+O((αωB)2) (3.17)
mit α = τ(µ− 1)/µ und der magnetischen Relaxationszeit τ .
So scho¨n ein solcher Widerspruch in diesen beiden Theorien auch fu¨r den physikalischen
Fortschritt wa¨re: er ha¨lt leider einer genaueren Betrachtung nicht stand. Was MU¨LLER und





allein. Außer Acht gelassen wurde der Anteil des dissipativen Stromes ΠDij , der ebenfalls
Außerdiagonalelemente hat. Es ist jedoch die Stetigkeit des durch die Oberfla¨che tretenden
gesamten Impulsstromes, also von Πtotij , die auf die Tangentialkraftdichte fu¨hrt [34]. Wir



















Abbildung 3.7. Zur Messung einer zusa¨tzlichen magnetischen Tangential-
kraftdichte. Ga¨be es einen nichtverschwindenden Term im Spannungstensor
des Ferrofluids, so mu¨ßte das eingezeichnete Oberfla¨chenelement in Bewegung
geraten; ein anfa¨nglich ruhendes Ferrofluid wu¨rde in Bewegung geraten.
Mit dem Ansatz fu¨r das Magnetfeld, den MU¨LLER und ENGEL vornahmen und den entspre-








(1− χ)2 + (ωBα)2
, (3.21)
und damit eine Kraftdichte der Gro¨ßenordnung O((ωα)2). Die entsprechende kurze Rech-
nung findet sich im Anhang A. Tatsa¨chlich besteht also kein Widerspruch zwischen der
Hydrodynamischen Maxwell-Theorie und der mesoskopischen Theorie von SHLIOMIS im
hydrodynamischen Limes, zumindest was die Nebendiagonalelemente des Spannungsten-
sors und die damit verbundenen Pha¨nomene angeht. Daß dies fu¨r die Diagonalelemente so
ohne weiteres nicht gilt, soll im na¨chsten Abschnitt gezeigt werden.
3.2.2 Die Diagonalelemente
Eine vollsta¨ndig andere Situation finden wir bei der Betrachtung der Diagonalelemente des
Spannungstensors vor. Wie bereits in der Einleitung erwa¨hnt hat die Standard Theorie von
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SHLIOMIS hier große Schwa¨chen. Um diese auszuloten, betrachten wir das folgende Bei-
spiel: Der experimentelle Aufbau bestehe aus einer planen Trennfla¨che zwischen einem
Ferrofluid und einem nichtmagnetischen Material. An diese trennende Oberfla¨che wird ein







Abbildung 3.8. Messung der Diagonalelemente des Spannungstensors u¨ber
die Drucka¨nderung an einer Ferrofluid-Oberfla¨che.
Die Kraft, die in normaler Richtung auf die Oberfla¨che wirkt, kann von einem Manometer
gemessen werden. Mit der Hydrodynamischen Maxwell Theorie kann man folgendes Er-
gebnis vorhersagen: Die in Betracht kommenden Elemente des Spannungstensors fu¨r diese
Oberfla¨chenkraft sind innerhalb des Ferrofluids
Πtotnn = Πnn + Π
D
nn = Ts+ ξρ+ H ·B− ε
−HnBn + αBnB˙n
= Ts+ ξρ− ε+ Ht ·Bt − αBtB˙t + αBnB˙n. (3.22)
Beachtet man, daß die ersten drei Terme der letzten Gleichung die HELMHOLTZsche freie
Energiedichte darstellen, Ts + ξρ − ε = −F˜ (vgl. [22]), und daß es im betrachteten Fall
keinerlei Normalkomponenten der angelegten Felder gibt, so erha¨lt man fu¨r den Spannungs-
tensor
Πtotnn = −F˜ + Ht ·Bt − αBtB˙t. (3.23)
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Einsetzen in den Spannungstensor und ein wenig Algebra liefern als Resultat somit im hy-
drodynamischen Limes ωB → 0 das Ergebnis
Πtotnn = −F˜ +
µH20
2
(cos(2ωBt) + ωBα sin(2ωBt) + 1). (3.25)
Die Lo¨sung fu¨r den Spannungstensor außerhalb des Ferrofluids dagegen lautet im selben
Limes
Πextnn = −F˜ ext +
µH20
2
(cos(2ωBt) + µωBα sin(2ωBt) + 1). (3.26)














Hier sind R1 und R2 die Hauptkru¨mmungsradien der Oberfla¨che, die aber im vorliegenden
Fall gema¨ß der gewa¨hlten Geometrie verschwinden. Der am Manometer anliegende und im





ein rein dissipativer Term, der in der Standard Theorie nicht enthalten ist. Er stirbt im Limes
hoher Modulationsfrequenzen aus und erreicht bei Standardferrofluiden wie APG 933 der
Firma Ferrofluidics Corp. mit einer Suszeptibilita¨t von χ ≈ 0, 7 und einem magnetischen
Feld der geringen Sta¨rke von 5 mT bereits eine maximale Amplitude von pmax ≈ 10 Pa.
Mit diesem Resultat gelingt es erstmals, die Hydrodynamische Maxwell Theorienicht nur
auf Bekanntes anzuwenden und schon durchgefu¨hrte Experimente zu besta¨tigen, vielmehr
wird hiermit ein Experiment diskutiert, dessen Ausgang bisher unbekannt ist. Ein Ergebnis
dieses Experiments wird demnach mit Spannung erwartet.
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KAPITEL 4
Die mesoskopische Theorie fu¨r Ferrofluide
Wie in den fru¨heren Kapiteln bereits erwa¨hnt, ist die Hydrodynamische Maxwell Theorie
- wie jede hydrodynamische Theorie - der den Gu¨ltigkeitsbereich einschra¨nkenden Bedin-
gung ωBτ  1 unterworfen. Tatsa¨chlich ist diese Bedingung nicht so rigoros, wie sie auf
den ersten Blick scheinen mag, denn mit einer typischen Relaxationszeit von τ = 10−6s la¨ßt
sich die Theorie bis hin zu hohen Frequenzbereichen anwenden. Es existieren allerdings
einige, wenige Pha¨nomene, allen voran die sogenannte “negative Viskosita¨t” [35, 15],
die erst in Experimenten zutage treten, in denen magnetische Wechselfelder mit a¨ußerst
hohen Frequenzen eingesetzt werden. In diesen Experimenten wird der Gu¨ltigkeitsbereich
der Hydrodynamik klar verlassen, und eine modifizierte Theorie, die in der Lage ist, den
entsprechenden Frequenzbereich aufzulo¨sen, muß zur Anwendung kommen.
Zuna¨chst einmal bedingen die hohen Frequenzen, daß die Magnetisierung der Flu¨ssigkeit
nicht mehr “instantan” dem a¨ußeren Feld folgen kann, sich somit zu einem gegebenen Zeit-
punkt nicht im lokalen Gleichgewicht befindet. Obwohl die Magnetisierung damit noch im-
mer keine hydrodynamische Variable im eigentlichen Sinn ist [36, 23], da sie einer Relaxa-
tionsgleichung genu¨gt und ihre Anregungsfrequenz somit nicht im langwelligen Limes ver-
schwindet - limk→0 ωB(k) 6= 0 -, muß sie dennoch als unabha¨ngige, quasi-hydrodynamische
Variable in einer entsprechenden Theorie betrachtet werden.
Mit dem ¨Ubergang zu ho¨heren Frequenzen erfolgt aber auch ein ¨Ubergang zu einer
gro¨ßeren Auflo¨sung, zu einer kleineren “Korngro¨ße”. Da diese sich auf einer Skala bewegt,
die zwar immer noch makroskopisch, jedoch um ein Vielfaches kleiner als diejenige in der
Hydrodynamischen Maxwell Theorie ist, sprechen wir hier von einer sogenannten “meso-
skopischen” Theorie. In dieser werden die einzelnen suspendierten Teilchen als Tra¨ger der
Magnetisierung aufgelo¨st und deren Dynamik geht demnach in die Bewegungsgleichungen
mit ein. Zu dieser Dynamik geho¨rt nun aber auch eine Rotation der einzelnen Teilchen, die
Existenz eines extensiven Anteils des inneren Drehimpulses ist dementsprechend explizit
zu beru¨cksichtigen.
Wie aus der Literatur bekannt ist, existiert bereits eine solche Theorie, die bereits Ende der
60’er, Anfang der 70’er von M.I. SHLIOMIS aufgestellt worden ist [6, 9]. Auf der einen Sei-
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te sind die Vorhersagen dieser Standardtheorie in guter ¨Ubereinstimmung mit dem Experi-
ment, auf der anderen Seite jedoch erscheint die Herleitung dieser Theorie streckenweise un-
sauber und willku¨rlich. Daru¨berhinaus ergeben sich aus ihr auch gravierende Widerspru¨che
zwischen pha¨nomenologischem Ansatz und den thermodynamischen Ungleichungen, die
sich nicht ohne weiteres beiseite wischen lassen. Aus diesem Grund soll im folgenden eine
vollsta¨ndige, auf hydrodynamischen Prinzipien basierende mesoskopische Theorie herge-
leitet werden, die tauglich ist, die obigen Pha¨nomene zu erfassen.
4.1 Der pha¨nomenologische Hintergrund
4.1.1 Drehimpulsgleichung ohne a¨ußere magnetische Felder
Wir betrachten ein System einer magnetischen Flu¨ssigkeit. Obwohl die Geometrie fu¨r das
folgende keine Rolle spielt, soll fu¨r dieses System hier ein zylindrischer Beha¨lter gewa¨hlt
werden. Dieser Beha¨lter werde nun einschließlich des in ihm befindlichen Ferrofluids mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit Ω = ∇ × v/2 gedreht. Ohne weitere a¨ußere Einflu¨sse
wird das Fluid eine “solid body rotation” ausfu¨hren. Wie in [12] ausgefu¨hrt, ha¨ngt die Ener-
giedichte dann vom extensiven Beitrag des intrinsischen Drehimpulses s als zusa¨tzliche
Variable ab, die erhaltene Gro¨ße ist dann der Gesamtdrehimpuls ltot = r×g + s. Anders als
der erste Term der rechten Seite stellt der zweite Term einen unabha¨ngigen Beitrag zur Ener-
giedichte dar, was sich folglich in der Gibbs’schen Fundamentalgleichung niederschla¨gt:
dε = T ds+ ξ dρ+ ξ1 dρ1 + v · dg + ω · ds. (4.1)
Aus einer Entwicklung nahe des Minimalwertes der Energiedichte folgt dann der Zusam-
menhang





ω = Ω (4.3)
bestimmt sich dann die zuna¨chst unbekannte Gro¨ße ω, und fu¨r den inneren Drehimpuls folgt
s = IΩ, (4.4)
eine Beziehung, die die instantane Entwicklung ins Gleichgewicht beschreibt; eine un-
abha¨ngige Dynamik fu¨r den Drehimpulsanteil s entfa¨llt somit.
4.1.2 Drehimpulsgleichung mit a¨ußeren magnetischen Feldern
Eine davon abweichende Situation entsteht, wenn ein a¨ußeres Magnetfeld Einfluß auf die
Teilchen in der Flu¨ssigkeit ausu¨bt (vgl. Abb. 1.4). Die Fundamentalgleichung lautet nun
dε = T ds+ ξ dρ+ ξ1 dρ1 + v · dg + +h · dM + H · dB + ω · ds. (4.5)
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Im Grenzfall der BROWNschen Relaxation werden sich die Teilchen einheitlich entlang dem
a¨ußeren Feld ausrichten wollen, da die Magnetisierung hier als im Partikel “festgefroren”
betrachtet wird. Die Situation der BROWNschen Relaxstion im Gegensatz zur NE`ELschen
wird in den Abb. 1.2 und 1.3 dargestellt. Demnach werden die Teilchen hier nicht mehr mit
der Winkelgeschwindigkeit Ω der umgebenden Flu¨ssigkeit rotieren, der innere Drehimpul-
santeil wird also vermindert und zwar um den Betrag
s = IΩ− nΘ(Ω− ωB). (4.6)
n ist die Teilchenzahldichte, Θ das Tra¨gheitsmoment eines einzelnen Teilchens und ωB ist
die Frequenz des homogenen, rotierenden Magnetfeldes. Offensichtlich ist die Reduktion
des Drehimpulses s maximal fu¨r ein statisches Magnetfeld mit der Frequenz ωB = 0, was
mit der Erfahrung u¨bereinstimmt; ebenso erwarten wir, daß die suspendierten Teilchen bei
einer Rotationsgeschwindigkeit ωB = Ω ein statisches Magnetfeld sehen und mit unvermin-
dertem Drehimpuls rotieren. Die Gro¨ße I ist unbestimmt, jedoch von der Gro¨ßenordnung
des Einstein-deHaas-Effekts. Der zweite Term von (4.6) wird also der fu¨hrende sein, woraus




Gleichung (4.6) zusammen mit (4.7) bildet unseren pha¨nomenologischen Rahmen, dem sich
eine mesoskopische Theorie anzupassen hat.
4.2 Die Bewegungsgleichungen
Die unabha¨ngigen hydrodynamischen und quasi-hydrodynamischen Variablen einer meso-
skopischen Theorie fu¨r Ferrofluide sind die Volumendichten fu¨r Entropie s, Gesamtdichte
ρ, Konzentrationsdichte ρ1, Impuls g, elektrisches Feld D, Magnetfeld B, Magnetisierung
M und innerer Drehimpuls s. Verknu¨pft werden diese durch die Fundamentalgleichung
dε = T ds+ ξ dρ+ ξ1 dρ1 + v · dg + E · dD + H · dB + h · dM + ω · ds. (4.8)
Die in Anhang A durchgefu¨hrte hydrodynamische Standardprozedur liefert mit den
Ansa¨tzen
s˙i = ijk(Πjk + Π
D
jk)−∇jλij (4.9)
M˙i = (Ω×M)i −∇j(Mivj) +XDi (4.10)
- wobei XD nach allgemeiner Lesart der dissipative Relaxationsterm in der Magnetisie-
rungsgleichung ist - folgende Entropieerzeugungsfunktion R,
R = − fDi ∇iT − jDi · ∇iξ1 − ΠDijvij − jDel · E0 + ED · (c∇×H0)
+ (Ωi − ωi)ijkΠDjk − hiXDi , (4.11)
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und zusa¨tzlich einen antisymmetrischen Anteil im Spannungstensor ijkΠjk = (ω × s)i.
Der Ansatz (4.9) folgt der Argumentation aus [12], wohingegen sich die Gleichung (4.10)
aus der Analogie zur Polarisation wie in [37] besprochen ergibt.
Der gesamte Spannungstensor ist also Πtotij = Πij + ΠDij mit dem reaktiven Anteil
Πij = (Ts+ ξρ+ ξ1ρ1 + v · g + h ·M + E ·D + H ·B + ω · s− ε)δij
− 1
2
(HiBj + EiDj − vigj + (i↔ j)) +
1
2
(wisj − wjsi) (4.12)
und dem dissipativen Anteil ΠDij , der im folgenden bestimmt werden soll.
Entscheidend ist nun bei der Entwicklung der dissipativen Stro¨me in die thermodynami-
schen Kra¨fte, daß Gl. (4.10) nicht wie im herko¨mmlichen Sinne eine Relaxationsgleichung
fu¨r die Magnetisierung darstellt, sondern daß sie in unserem Fall die Definitionsgleichung
fu¨r die thermodynamische Kraft XD ist. Umgeschrieben lautet sie, unter Vernachla¨ssigung
des zweiten, konvektiven Terms der rechten Seite,
XD = (ωB − Ω)×M, (4.13)
da fu¨r ein rotierendes Magnetfeld die Magnetisierung die Form M = M cos(ωBt) ex +
M sin(ωBt) ey annimmt, und somit die Identita¨t M˙ = ωB × M gilt. XD u¨bernimmt
damit die Rolle der thermodynamischen Kraft c∇ × E0 im Falle der hydrodynamischen
Maxwell-Theorie.
Dementsprechend lautet die Entwicklung, die die Positivita¨t der Entropieerzeugung sowie














Die zugeho¨rige Onsagerrelation lautet γij(M) = − γji(−M). Unter Mitnahme der wesent-
lichen Koeffizienten ergibt sich
hi = −αXDi + γ [(Ω− ω)×M]i (4.15)
ijkΠ
D
jk = β(Ω− ω)i + γ (XD ×M)i. (4.16)
Folgende Substitutionen sind zweckma¨ßig, um spa¨ter die Vergleichbarkeit mit der Hydro-
dynamischen Maxwell Theorie zu gewa¨hrleisten: α = 1/ζ3 und γ = ζ2/ζ3. Wie in Ka-
pitel 5 gezeigt werden wird, ergibt sich damit der Zusammenhang χh −→ −HD fu¨r
ωBτ, Ωτ, ωτ  1 und ζhyd2 = −τχζ2. Die gleichen Bedingungen fu¨hren auf ζhyd1 = β.
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ijk(ωB − Ω)k + η2(∇ivj +∇jvi), (4.17)
was leicht nachvollzogen werden kann.
Benutzt man die stationa¨re Lo¨sung der Bewegungsgleichung fu¨r den inneren Drehimpuls
s˙ = 0, so ergibt sich fu¨r die Anteile der Winkelgeschwindigkeiten senkrecht zum angelegten
Magnetfeld aus Gln. (4.9) und (4.16)
(ω − Ω)⊥ = −ζ2
M2
ζ1ζ3
(ωB − Ω)⊥. (4.18)
Der antisymmetrische Anteil des Spannungstensors entfa¨llt, da in unserem Fall s ∝ ω gilt,
der konvektive Term ∝ λ wird vernachla¨ssigt. Also liefert ein Vergleich mit der pha¨nome-
nologischen Gleichung (4.6), s = Iω = IΩ− nΘ(Ω− ωB), die Beziehung











gilt, was prinzipiell immer erreicht werden kann. Je nachdem, ob wir uns im Grenzfall
Ne`el’scher oder Brown’scher Relaxation befinden, erwarten wir Werte fu¨r |ζ2| zwischen
Null und Eins.
Die endgu¨ltig resultierende Bewegungsgleichung fu¨r die Magnetisierung nimmt nun folgen-
de Gestalt an:
M˙ = Ω×M− ζ3h + ζ2(Ω− ω)×M. (4.21)
Wie in [38] erhalten wir h aus einer Entwicklung um das Energieminimum fu¨r schwache
Felder, h = M/χ−B, und die Relaxationsgleichung nimmt nach einer Linearisierung in τ
die folgende Gestalt an:
Mi = χ
[
(1 + iωBτ)δik + τijk(Ω + ζ2(Ω− ω))j
]
Bk. (4.22)
Der letzte Term der rechten Seite ist jedoch aufgrund der Kleinheit von ζ2 ein Term zweiter




(1 + iωBτ)δik − τ/2(∇ivk −∇kvi)
]
Bk. (4.23)
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Da die Gleichungen fu¨r den reduzierten inneren Drehimpuls wie oben erwa¨hnt fu¨r das
Brown’sche Relaxationsmodell, die letzte Gleichung jedoch fu¨r das Neel’sche Modell gilt,
in dem die Magnetisierung innerhalb eines Partikels spontan umklappen kann, zeigt sich,
daß der Unterschied zwischen den beiden Relaxationsmechanismen lediglich von zweiter




in der Hydrodynamischen Maxwell Theorie
Es ist bisher gelungen, eine Theorie fu¨r magnetische Flu¨ssigkeiten aufzustellen, die unein-
geschra¨nkt auf hydrodynamischen Prinzipien beruht und dennoch hochauflo¨sender als eine
rein hydrodynamische Theorie ist. “Rein hydrodynamisch” meint hier eine Theorie, in der
nur hydrodynamische Variablen, deren mit der Dynamik verknu¨pften Frequenzen die Be-
dingung limk→0 ωB(k) = 0 befriedigen, als unabha¨ngige Gro¨ßen angesehen werden. Diese
Theorie ist allgemeiner als die Hydrodynamische Maxwell Theorie und la¨ßt sich in einem
erweiterten Gu¨ltigkeitsbereich, d.h. im Bereich hoher Frequenzen, anwenden. Wir erwarten
jedoch, daß diese mesoskopische Theorie die Hydrodynamische Maxwell Theorie als nie-
derfrequenten Grenzfall entha¨lt, damit sie wirklich die Erweiterung dieser Theorie darstellt.
5.1 Bewegungsgleichung fu¨r den inneren Drehimpuls
Um zu ero¨rtern, ob die im vorigen Kapitel vorgestellte Theorie tatsa¨chlich im Limes ωB → 0
mit der Maxwell-Theorie aus Kapitel 2 zusammenfa¨llt, muß zuna¨chst der extensive Anteil
des inneren Drehimpulses auch in die hydrodynamische Theorie eingebaut werden. Bekann-
termaßen fu¨hrt die Erhaltung des Drehimpulses auf einen symmetrischen Spannungstensor
(vgl. [12]), da
∂tl = ∂t(r× gtot)
⇒ ∂tli = −∇l(ijkrj(Πkl + ΠDkl)) + ilk(Πkl + ΠDkl) (5.1)
gilt. Existiert nun ein extensiver Anteil eines inneren Drehimpulses s, so ist der erhaltene
Gesamtdrehimpuls nunmehr ltot = r × gtot + s. Die Existenz dieses Drehimpulsbeitrags
fu¨hrt also auf einen antisymmetrischen Anteil im Spannungstensor, die Dynamik wird dem-
zufolge beschrieben durch die Gleichung
s˙i +∇jλij = ijk(Πjk + ΠDjk). (5.2)
In obigem Sinne ist s also eine “quasi-hydrodynamische” Variable, deren unabha¨ngiger
Dynamik jedoch nichtsdestotrotz Rechnung getragen werden muß. Gl. (5.2) entspricht
der Form nach Gl. (4.9), jedoch gehen in die jeweiligen Gleichungen unterschiedliche
Spannungstensoren ein.
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Die Energiedichte ist im vorliegenden Fall auch Funktion des inneren Drehimpulses, die
Fundamentalbeziehung der Variablen lautet also
dε = T ds+ ξ dρ+ ξ1 dρ1 + v · dg + E · dD + H · dB + ω · ds. (5.3)
Die Standardprozedur, die auf die Entropieerzeugung R fu¨hrt, findet sich in Anhang A. Hier
sei nur das Ergebnis angegeben:
R = − fDi ∇iT − jDi ∇iξ1 − ΠDijvij − jD · E0 + ED · (c∇×H0)
−HD · (c∇× E0) + (Ωi − ωi)ijk(Πjk + ΠDjk). (5.4)





1 (Ωi − ωi) + ζhyd2 [(c∇× E0)×B]i (5.5)
−HDi = α(c∇× E0)i − ζhyd2 [(Ω− ω)×B]i. (5.6)
Im hydrodynamischen Bereich gilt die stationa¨re Lo¨sung der Drehimpulsgleichung (5.2)






1 = (Ωi − ωi) +
ζhyd2
ζhyd1
[(c∇× E0)×B]i = 0 (5.7)
ein, was umgeformt zu




die Vergleichbarkeit mit der pha¨nomenologischen Gleichung
s = Iω = IΩ− nΘ(Ω− ωB) (5.9)
gewa¨hrleistet. Die Bezeichnungsweise aus dem vorangegangenen Abschnitt wird hier u¨ber-
nommen. Mit der Maxwellgleichung c∇×E = −B˙ folgt fu¨r eine “solid-body-rotation” des
Systems die Beziehung
c∇× E0 = (Ω− ωB)×B. (5.10)
Eingesetzt in Gl. (5.8) liefert dies fu¨r die Frequenzanteile senkrecht zum angelegten Ma-
gnetfeld
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Mit dem Zusammenhang τs = I/ζ
hyd





Der dissipative Strom HD gewinnt nun folgende, neue Gestalt:
HD = −α(c∇× E0) + ζhyd2 (Ω− ω)×B













Es zeigt sich, daß die Struktur des dissipativen Stroms unvera¨ndert bleibt (vgl. [18, 13]),
wohingegen der Transportkoeffizient renormiert wird. Die Gro¨ße dieses Effekts la¨ßt sich
ohne Kenntnis von I nicht abscha¨tzen, die genaue Gro¨ße von




kann jedoch noch immer durch Vergleich mit dem mesoskopischen Modell bestimmt wer-
den.
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KAPITEL 6
Reduktion der mesoskopischen Theorie:
der Limes ωB → 0
Nachdem eine konsistente Theorie fu¨r Ferrofluide auf einer mesoskopischen Skala herge-
leitet wurde, der Einbau eines inneren Drehimpulsfreiheitsgrads auch in die Hydrodynami-
sche Maxwell Theorie erfolgte, la¨ßt sich nun der Frage nachgehen, ob die beiden Theori-
en tatsa¨chlich konsistent sind, d.h. ob die mesoskopische Theorie den hydrodynamischen
Grenzfall im niederfrequenten Limes auch entha¨lt. Wir erwarten, daß die Spannungstenso-
ren, die Energiedichten und die Bewegungsgleichungen einander entsprechen.
6.1 Die Energiedichte
Selbstversta¨ndlich mu¨ssen die Ausdru¨cke fu¨r die Energiedichte in fu¨hrender Ordnung
einander entsprechen. Da diese Ausdru¨cke auch fu¨r die Analyse der u¨brigen Gleichungen
beno¨tigt werden, soll mit deren Betrachtung hier begonnen werden.
Im allgemeinen Fall besteht die Energiedichte aus zwei Teilen
ε = εmat + εem, (6.1)
vgl. auch mit der Diskussion zu Beginn von [39]. Der erste Term ist die thermodynamische
Energie in Abwesenheit von a¨ußeren Feldern, der zweite Term ist die zusa¨tzliche Energie,
die a¨ußere Felder mir sich bringen. Ein mo¨glicher, dritter Energieterm, der alle mikroskopi-
schen Variablen entha¨lt, die weder dem ersten noch dem zweiten Term zugeordnet werden
ko¨nnen, ist hier wie in [39] von keiner Bedeutung und demzufolge vernachla¨ssigt. Um ei-
ne explizite Darstellung zu gewinnen, entwickeln wir den elektromagnetischen Anteil der
Energiedichte in die entsprechenden Variablen:









s2 −M ·B + 1
2
D2. (6.2)
Die Terme ∝ B · s und ∝M · s wurden der besseren ¨Ubersichtlichkeit wegen unterdru¨ckt.
In Anhang B wird gezeigt, daß ihre Anwesenheit an der Struktur des Gleichungssystems
nichts a¨ndert, sondern lediglich einige Entwicklungskoeffizienten renormiert. Offensicht-
lich wurde die Entwicklung fu¨r schwache Felder vorgenommen.
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Mit dieser Entwicklung (6.2) und den Definitionen
Tmat :=
∂(εmat − v · g)
∂s
, und µmat := ∂(ε
mat − v · g)
∂ρ
(6.3)
erhalten wir die konjugierten Variablen



































Mit diesen la¨ßt sich das totale Differential der Energiedichte
d(ε− v · g) = T ds+ ξ dρ− g · dv + E · dD + HM · dB + h · dM + ω · ds (6.10)
auf eine Form bringen, in der bis auf Terme der Ordnung O(h2) lediglich die hydrody-
namischen Variablen aus Kapitel 2 auftreten. Diese findet sich in Anhang B. Wir finden
somit die Fundamentalgleichung der Hydrodynamik (2.1) mit der folgenden Entwicklung











Der Parameter µ ist die magnetische Permeabilita¨t des Systems, ein Koeffizientenvergleich
(vgl. Anhang B) liefert die Beziehung 1/µ = 1 − χ, die bereits aus der Elektrodynamik
bekannt ist. Fu¨r diese Entwicklung fu¨r schwache Felder finden wir also tatsa¨chlich im ¨Uber-
gang von der mesoskopischen, quasi-hydrodynamischen zur makroskopischen, hydrodyna-
mischen Theorie die erwartete lineare Abha¨ngigkeit B = µH und den Zusammenhang
ε = εhyd +O(h2). (6.12)
Es bleibt somit zu zeigen, daß mit Ωτ, ωBτ → 0 auch h→ 0 gilt. Wie bereits ero¨rtert, lautet
die Gleichung fu¨r die Magnetisierung
M˙ = Ω×M− ζ3h + ζ2(Ω− ω)×M. (6.13)
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Der Koeffizient ζ3 ergibt sich aus der Forderung, daß die Magnetisierung nach der charak-
teristischen Zeitspanne τ in das lokale Gleichgewicht relaxiert ist, es gilt ζ3 = χ/τ , wobei
die magnetische Suszeptibilita¨t χ in diesem Fall u¨ber Meq = χB definiert ist (vgl. (6.2);
Meq bezeichnet den Wert der Magnetisierung im lokalen Gleichgewicht.
Aufgelo¨st nach der Abweichung aus dem Gleichgewicht h, erhalten wir dann folgende Glei-
chung
h = − τ
χ
(M˙− Ω×M) + ζ2τ
χ
(Ω− ω)×M. (6.14)
Der letzte Term der rechten Seite ist offenbar wegen ζ2  1 und Ω, ω  1 zu vernachla¨ssi-
gen. Eine mo¨gliche Linearisierung der Gl. (6.14) fu¨hrt uns dann zur konstituierenden Rela-
tion
h = −τ(B˙− Ω×B) +O(τ 2). (6.15)
Mit der Frequenz des Magnetfeldes muß auch die lokale Winkelgeschwindigkeit gegen Null
gehen, was sich aus folgendem Argument ableiten la¨ßt: Ein relativ zum System rotierendes
Magnetfeld mit der Rotationsfrequenz ωB ist physikalisch a¨quivalent zu einem statischen
Magnetfeld, das einen Beha¨lter durchdringt, der mit der Winkelgeschwindigkeit Ω = −ωB
rotiert wird. Die geringe Gro¨ße der einen Frequenz bedingt somit die das Verschwinden der
anderen. Da ein rotierendes Magnetfeld aber nur die ¨Uberlagerung zweier Wechselfelder
darstellt, folgt der allgemeine Zusammenhang.
Fu¨r ein beliebiges magnetisches Wechselfeld gilt nun aber B˙ ∝ ωBB, so daß tatsa¨chlich die
gesuchte Bedingung h 1 aus den das hydrodynamische Regime begrenzenden Forderun-
gen ωB  1 und Ω 1 folgt. Damit ist gezeigt, daß die Energiedichte der mesoskopischen
Theorie im hydrodynamischen Grenzfall tatsa¨chlich in die Energiedichte der Hydrodynami-
schen Maxwell Theorie u¨bergeht.
6.2 Vergleich der Spannungstensoren
Mit dem Ausdruck fu¨r die Energien in der Tasche soll nun gekla¨rt werden, ob aus dem
Spannungstensor der mesoskopischen Theorie im ¨Ubergang ωBτ → 0 der Spannungstensor
der hydrodynamischen Theorie folgt. Die Nebendiagonal- sowie die Diagonalelemente der
Tensoren werden dabei zweckma¨ßigerweise getrennt voneinander untersucht.
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6.2.1 Die Nebendiagonalelemente
In der mesoskopischen Theorie lauten die Nebendiagonalelemente mit i 6= j des Span-
nungstensors (vgl. Anhang A)











ijk(ωB − Ω)k. (6.16)
Wegen ζ2  1 und ζ3 = χ/τ ist der letzte Term der rechten Seite im betrachteten Limes
bereits zu vernachla¨ssigen. Fu¨r die u¨brigen Terme gilt unter Verwendung von Gl. (6.15) und
(4.23)




(B˙− Ω×B)iBj − (B˙− Ω×B)jBi
)
+ η2(∇ivj +∇jvi) +
ζ1
2
ijk(Ω− ω)k +O(Ω2τ 2) +O(ω2Bτ 2). (6.17)
Zum Vergleich nun der Spannungstensor der hydrodynamischen Maxwell-Theorie. Mit der





(B˙− Ω×B)iBj + (B˙− Ω×B)jBi
)
+ ηhyd2 (∇ivj +∇jvi) (6.18)
stellen sich dessen Nebendiagonalelemente als
















HD = α(B˙− Ω×B) (6.20)
erhalten wir also durch Koeffizientenvergleich der Gleichungen (6.17) und (6.19) den Zu-
sammenhang ζhyd1 = ζ1 sowie η
hyd
2 = η2 und damit die erwartete Relation
Πmesij = Π
hyd
ij +O(Ω2τ 2) +O(ω2Bτ 2) (6.21)
fu¨r die Nebendiagonalelemente.
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6.2.2 Die Diagonalelemente
Der Spannungstensor der mesoskopischen Theorie hat folgende Diagonalelemente mit i =
j = φ:
Πmesφφ = (Ts+ ξρ+ v · g + HM ·B + E ·D + h ·M− ε˜)−HMφ Bφ − EφDφ + vφgφ,
(6.22)
wobei φ fu¨r eine der drei Komponenten x y oder z steht und demnach nicht u¨ber φ summiert
wird. Die Energiedichte ε dieser Theorie entspricht gema¨ß Abschnitt (6.1) der Energiedich-
te εhyd der Hydrodynamik. Aus diesem Abschnitt folgt auch die Gleichheit der Potentiale
ε − Ts − ξρ = εhyd − T hyds − ξhydρ. Die Umformung der Diagonalelemente des Span-
nungstensors lautet damit
Πmesφφ = T
hyds+ ξhydρ+ v · g + H ·B− χh ·B + E ·D + χh ·B− εhyd
−HφBφ + χhφBφ − EφDφ + vφgφ +O(τ 2)
= T hyds+ ξhydρ+ v · g + E ·D + H ·B− εhyd
−HφBφ + χhφBφ − EφDφ + vφgφ +O(τ 2). (6.23)
Auf der anderen Seite haben wir den folgenden Diagonalanteil des Spannungstensors der
Hydrodynamischen Maxwell Theorie:
Πhydφφ = T
hyds+ ξhydρ+ v · g + E ·D + H ·B− εhyd
−HφBφ + ΠDφφ − EφDφ + vφgφ. (6.24)
Der dissipative Anteil des Spannungstensors la¨ßt sich als
ΠDφφ = −HDφ Bφ (6.25)
darstellen (vgl. 6.18). Somit gilt fu¨r den gesamten Spannungstensor wegen der Relation
Hφ = −χhφ fu¨r Ωτ, ωBτ  1 schließlich
Πmesφφ = Π
hyd
φφ +O(Ω2τ 2) +O(ω2Bτ 2), (6.26)
d.h. in linearer Ordnung in den kleinen Nichtgleichgewichtsgro¨ßen sind die Spannungsten-
soren der beiden Theorien tatsa¨chlich identisch.





A.1.1 Die Hydrodynamischen Gleichungen
In der hydrodynamischen Maxwell-Theorie lautet die Gibbs’sche Fundamentalgleichung
dε = T ds+ ξ dρ+ v · dg + H · dB + E · dD + ω · ds. (A.1)
Als Bewegungsgleichung bzw. Relaxationsgleichung fu¨r die innere Drehimpulsdichte wird
folgender Ansatz gemacht (vgl. [12]),
s˙i = ijk(Πjk + Π
D
jk)−∇jλij, (A.2)
da die ¨Anderung des Drehimpulses bis auf eine unbestimmte Divergenz gleich dem antisym-
metrischen Anteil des Spannungstensors sein muß. Es existiert kein konvektiver Term, da
der damit verbundene mechanische Relaxationsprozeß langsamer wa¨re als der Prozeß, der
mit der Dynamik der elektromagnetischen Felder verknu¨pft ist. Damit und mit den u¨brigen
Bilanzgleichungen lassen sich die einzelnen Terme fu¨r die zeitliche Ableitung der Funda-
mentalgleichung berechnen. Im einzelnen sind diese
ε˙ = −∇ ·Q, (A.3)
T s˙ = R−∇i(Tsvi + TfDi ) + fDi ∇iT + vis∇iT , (A.4)
ξρ˙ = −∇i(ξρvi) + viρ∇iξ (A.5)










ji +BiHj +DiEj − (B ·H + D · E)δij
)∇ivj
−vi(Hj∇iBj + Ej∇iDj)− (v ×D) · (∇× ED)
+ (v ×B) · (∇×HD) + ρelv · E0 − 1
c
j · (v ×B), (A.6)
H · B˙ = −c∇ · (E×H + ED ×H0)− cE · (∇×H)
−ED · (c∇×H0) + (v ×D) · (∇× ED), (A.7)
E · D˙ = −j · E + cE · (∇×H) + HD · (c∇× E0)
− (v ×B) · (∇×HD), (A.8)
ω · s˙ = ωiijk(Πjk + ΠDjk)− ωi∇jλij. (A.9)
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Hier wurde auf die Gleichung (2.11) verzichtet. Ihr Einbau beeinflußt die Struktur der zu
findenden Terme nicht wesentlich und kann deshalb einfach aus [18] u¨bernommen werden.
Die unterstrichenen Terme erfu¨llen die Identita¨t
vi(s∇iT + ρ∇iξ −Hj∇iBj − Ej∇iDj)
= (u− Ts− ξρ− v · g − ω · s− vigj)δij∇ivj
−∇i
[
(u− Ts− ξρ− v · g − ω · s)δijvj
]− visj∇iωj. (A.10)
Vergleichen wir die einzelnen Ausdru¨cke fu¨r die Zeitableitungen sorgfa¨ltig, so stellen wir
bereits hier fest, daß sich bei der Bildung der Summe viele Terme gegeneinander wegheben.
Damit erhalten wir den folgenden, u¨bersichtlicheren Ausdruck:




jivj + c(E×H + ED ×H0 + E0 ×HD)i + (λji − sjvi)ωj
+ (Πji +BiHj +DiEj − vigj − (B ·H + E ·D− ε)δij)vj
]
+R + fDi ∇iT + ΠDji∇ivj + jD · E0 − ED · (c∇×H0) + HD · (c∇× E0)
+ωiijk(Πjk + Π
D
jk) + (λji − sjvi)∇iωj+
[
Πji +HjBi + EjDi − vigj
+ (ε− Ts− ξρ− v · g −H ·B− E ·D− ω · s)δij
]
∇ivj. (A.11)
Die Isotropie des Raumes fu¨hrt uns ausgehend von der Gibbs’schen Fundamentalgleichung
auf die sogenannte Rotationsidentita¨t (da bei einer Rotation des gesamten Systems die Ener-
giedichte als skalare Gro¨ße unvera¨ndert bleibt, mu¨ssen sich alle Beitra¨ge zur Energiedichte,
die sich aus vektoriellen Gro¨ßen zusammensetzen und die folglich bei einer Drehung nicht
invariant sind, gegenseitig wegheben; die mathematische Formulierung dieses Sachverhalts
ist hier angegeben):
v × g + E×D + H×B + ω × s = 0. (A.12)
Diese la¨ßt sich hier am zweckma¨ßigsten in der Form




(HiBj + EiDj − vjgi + (i↔ j)) +
1
2
(ωisj − ωjsi) (A.13)
benutzen. Eine weitere nu¨tzliche Identita¨t ist durch
(Πji + Π
D
ji)∇ivj = ΠDijvij + Πijvij − Ωiijk(Πjk + ΠDjk) (A.14)
gegeben, was aufgrund der Definition der Winkelgeschwindigkeit Ω = ∇ × v/2 gilt. Die
beiden letzten Gleichungen eingesetzt in (A.11) ergibt nach der jeweiligen Zuordnungen der







jivj + c(E×H + ED ×H0 + E0 ×HD)i




v × (ω × s)]
i
(A.15)
R = − fDi ∇iT − ΠDijvij − jDi,elE0i + ED · (c∇×H0)
−HD · (c∇× E0) + (Ωi − ωi)ijkΠDjk (A.16)
Πij = (Ts+ ξρ+ v · g + H ·B + E ·D + ω · s− ε)δij
− 1
2
(HiBj + EiDj − vjgi + (i↔ j)) +
1
2
(ωisj − ωjsi). (A.17)
Zusa¨tzlich erha¨lt man die Gleichung λij = sivj .
A.1.2 Die mesoskopischen Gleichungen
Wie in Kapitel 4 erla¨utert, erweitert sich das Variablensystem fu¨r magnetische Flu¨ssigkeiten,
wir benutzen die Fundamentalgleichung
du = T ds+ ξ dρ+ v · dg + H · dB + E · dD + h · dM + ω · ds. (A.18)
Hinsichtlich der Konzentrationsdichte ρ1 gelten also dieselben Einschra¨nkungen wie in Ab-
schnitt A.1.1, was aber an der Richtigkeit und Gu¨ltigkeit der hier gewonnenen Ergebnisse
nichts zu a¨ndern vermag, wie man sich leicht u¨berzeugen kann. Neu kommt jedoch die Re-
laxationsgleichung fu¨r die Magnetisierung hinzu, die die Form
M˙ = Ω×M−∇j(Mvj) + XD (A.19)
hat. Die u¨brigen Bilanzgleichungen entsprechen denen des vorigen Abschnitts, das Feld HD
entfa¨llt jedoch, da der ¨Ubergang der Magnetisierung in das lokale Gleichgewicht jetzt durch
obige Magnetisierungsgleichung beschrieben wird. Im einzelnen lauten nun die Terme der
zeitlichen Ableitung der Fundamentalgleichung
ε˙ = −∇ ·Q, (A.20)
T s˙ = R−∇i(Tsvi + TfDi ) + fDi ∇iT + vis∇iT , (A.21)
ξρ˙ = −∇i(ξρvi) + viρ∇iξ, (A.22)










ji +BiHj +DiEj −B ·Hδij −D · Eδij
)∇ivj
−vi(Hj∇iBj + Ej∇iDj)− (v ×D) · (∇× ED) + ρelv · E0 −
1
c
j · (v ×B),(A.23)
H · B˙ = −c∇ · (E×H + ED ×H0)− cE · (∇×H)
−ED · (c∇×H0) + (v ×D) · (∇× ED), (A.24)
E · D˙ = −j · E + cE · (∇×H), (A.25)
h · M˙ = h · (Ω×M) + h ·XD −∇i(h ·Mvi) + viMj∇ihj, (A.26)
ω · s˙ = ωiijk(Πjk + ΠDjk)− ωi∇jλij. (A.27)
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Die unterstrichenen Terme sollen durch den Ausdruck
vi(s∇iT + ρ∇iξ −Hj∇iBj − Ej∇iDj +Mj∇ihj)
= (u− Ts− ξρ− h ·M− v · g − ω · s− vigj)δij∇ivj
−∇i
[
(u− Ts− ξρ− h ·M− v · g − ω · s)δijvj
]− visj∇iωj, (A.28)
ersetzt werden, der durch einfaches Nachrechnen u¨berpru¨ft werden kann. Das fu¨hrt uns auf
folgende Gleichung fu¨hrt:




jivj + c(E×H + ED ×H0)i + (λji − sjvi)ωj
+ (Πji +BiHj +DiEj − vigj − (B ·H + E ·D− ε)δij)vj
]
+R + fDi ∇iT + ΠDji∇ivj + jD · E0 − ED · (c∇×H0) + h · (Ω×M)
+ h ·XD + ωiijk(Πjk + ΠDjk) + (λji − sjvi)∇iωj
+
[
Πji +HjBi + EjDi − vigj
+ (ε− Ts− ξρ− h ·M− v · g
−H ·B− E ·D− ω · s)δij
]
∇ivj. (A.29)
Benutzt man an dieser Stelle fu¨r die lokale Winkelgeschwindigkeit den Ausdruck Ω = ∇×
v/2 und berechnet damit das doppelte Kreuzprodukt h · (Ω ×M), dann erha¨lt man das
Ergebnis




jivj + c(E×H + ED ×H0)i + (λji − sjvi)ωj
+ (Πji +BiHj +DiEj − vigj − (B ·H + E ·D− ε)δij)vj
]
+R + fDi ∇iT + ΠDji∇ivj + jD · E0 − ED · (c∇×H0)
+ h ·XD + ωiijk(Πjk + ΠDjk) + (λji − sjvi)∇iωj
+
[




+ (ε− Ts− ξρ− h ·M− v · g
−H ·B− E ·D− ω · s)δij
]
∇ivj. (A.30)
Die Rotationsidentita¨t, die bereits im vorigen Abschnitt zur Anwendung kam, hat nun auf-
grund der zusa¨tzlichen Vektorvariablen M die Gestalt
v × g + E×D + H×B + h×M + ω × s = 0. (A.31)
Diesen Ausdruck ko¨nnen wir wie vorher umschreiben, wir erhalten







(HiBj + EiDj − vjgi + (i↔ j)) +
1
2
(ωisj − ωjsi). (A.32)
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jivj + c(E×H + ED ×H0)i




v × (h×M + ω × s)]
i
,(A.33)
R = − fDi ∇iT − ΠDijvij − jDi,elE0i + ED · (c∇×H0)
−h ·XD + (Ωi − ωi)ijk(ΠDjk), (A.34)
Πij = (Ts+ ξρ+ h ·M + v · g + H ·B + E ·D + ω · s− u)δij
− 1
2
(HiBj + EiDj − vjgi + (i↔ j)) +
1
2
(ωisj − ωjsi), (A.35)
zusammen mit λij = sivj .
A.1.3 Die Berechnung der Tangentialkraftdichte
Der experimentelle Aufbau und damit die Geometrie ist in Abb. 3.7 verdeutlicht. Die zur
Berechnung der Tangentialkraftdichte no¨tigen Elemente des Spannungstensors lauten
ft = −α(BzB˙x −BxB˙z)/2. (A.36)
Sie ergeben sich wie in Abschnitt 3.2.1 aus der Forderung nach der Stetigkeit des Impuls-
stroms beim Durchgang durch eine Trennfla¨che (vgl. [34]). Im Außenraum wird das Feld
B(2) = H2x cosωBt ex + H
2
z cosωBt ez angelegt. Wegen der Stetigkeit der Normalkompo-




Die Tangentialkomponente im inneren der Flu¨ssigkeit ist dagegen
Bx = µHx =
(HMx −HDx )
(1− χ) , (A.38)
wobei der Nichtgleichgewichtsanteil im Ferrofluid durch HD = αB˙ fu¨r eine ruhende
Flu¨ssigkeit gegeben ist. Eingesetzt in Gl. (A.38) erhalten wir daraus die konstituierende
Relation
(1− χ)Bx + αB˙x = H2x cosωt, (A.39)
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Die Energiedichte im niederfrequenten Limes
B.1 Vollsta¨ndige Entwicklung der Energiedichte
Die Energiedichte eines magnetisierbaren Systems la¨ßt sich wie die fu¨r ein polarisierbares
System (vgl. [39]) in drei voneinander unabha¨ngige Teile zerlegen:
ε = εmat + εem + εmic. (B.1)
Der erste Teil ist dabei die gewo¨hnliche thermodynamische Energiedichte in Abwesenheit
a¨ußerer elektromagnetischer Felder, der zweite Term beschreibt die zusa¨tzliche Energie, die
aus dem Anlegen ebensolcher Felder erwa¨chst. Der dritte Teil schließlich beinhaltet sa¨mtli-
che mikroskopische Variablen, die nicht explizit in den ersten beiden Termen enthalten sind.
Gema¨ß der Diskussion in [39] ist dieser letzte Anteil hier außer acht zu lassen. Wir nehmen
an, daß sa¨mtliche beteilgte elektromagnetische Felder schwach genug sind, um linear kon-
stituierende Relationen anwenden zu ko¨nnen. Folglich ko¨nnen wir die Energiedichte, die
der Fundamentalgleichung
dε = T ds+ ξ dρ+ v · dg + E · dD + HM · dB + h · dM + ω · ds (B.2)
genu¨gt, folgendermaßen um ihren Gleichgewichtswert nach den Feldern entwickeln:









s2 −M ·B− γB · s−ΘM · s + 1
2
D2. (B.3)
Fu¨r die Berechnung der thermodynamisch konjugierten Variablen ist es zweckma¨ßiger, die
Legendre-Transformierte der Energiedichte ε − v · g zu betrachten. In diesen Variablen
erkla¨ren wir die Temperatur und das chemische Potential in Abwesenheit a¨ußerer Felder.
Explizit lauten diese
Tmat :=
∂(εmat − v · g)
∂s
, und ξmat := ∂(ε
mat − v · g)
∂ρ
. (B.4)
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Wir erhalten damit die gesuchten konjugierten Variablen. Sie lauten



































Aus Gleichung (B.9) lernen wir das folgende u¨ber die Magnetisierung:
M = χh + χB + χΘs. (B.11)
Wir erwarten jedoch, daß die Magnetisierung in diesem mesoskopischen Modell zerlegbar
ist in einen Anteil Meq = Meq(s, ρ,g,D,B, s), der dem a¨ußeren angelegten Feld folgt,
dementsprechend nicht unabha¨ngig ist und nur von den Variablen der hydrodynamischen
Theorie abha¨ngt einerseits. Dazu kommt andererseits ein unabha¨ngiger Anteil, der sich
bezu¨glich des a¨ußeren Feldes nicht im Gleichgewicht befindet. Dieser wird beschrieben
durch das Inverse der Funktion
h = h(M), (B.12)
welche wir hier mit δM(h) bezeichnen wollen. Mit anderen Worten la¨ßt sich die Magneti-
sierung aufteilen in
M = Meq(B, s) + δM(h). (B.13)
Ein Vergleich mit Gl. (B.11) liefert dann
Meq(B, s) = χ(B + Θs) (B.14)
δM(h) = χh. (B.15)
¨Ahnliche Ausdru¨cker erhalten wir auch fu¨r die Variablen aus Gln. (B.8) und (B.10). Dazu
setzt man Gl. (B.11) in diese beiden Gleichungen ein. Damit folgt fu¨r Gl. (B.8)
HM = (1− χ)B− (χΘ + γ)s− χh. (B.16)
Zerlegen wir das Feld HM wie oben in die Variablen B und s einerseits und h andererseits,
bezeichnen den ersten Teil mit H, den zweiten mit HD, um den Vergleich mit der hydrody-
namischen Maxwell-Theorie zu gewa¨hrleisten, so entsprechen diesen beiden Anteilen die
Ausdru¨cke
H = (1− χ)B− (χΘ + γ)s, (B.17)
HD = −χh. (B.18)
B.2. A¨quivalenz der Energiedichten im Limes ω → 0 59




−Θ2χ)s− (γ + χΘ)B, (B.19)
ωD = −χΘh. (B.20)
Ersetzen wir nun die Magnetisierung in der Energiedichte (B.3) durch den obigen Ausdruck























s2 − βB · s + 1
2
D2 (B.22)
u¨bergehen. Daß dies so ist, wird im na¨chsten Abschnitt (B.2) gezeigt werden. Der Term pro-












γ = β −Θχ. (B.25)
Bis auf diese Umbenennung der entsprechenden Koeffizienten a¨ndert die Mitnahme der
Kopplungen B · s und M · s nichts an der Durchfu¨hrbarkeit der Reduktion der mesoskopi-
schen Gleichungen auf das hydrodynamische Gleichungssystem.
B.2 ¨Aquivalenz der Energiedichten im Limes ω → 0
In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie die Energiedichte der mesoskopischen Theorie
fu¨r Ferrofluide im Limes ω → 0 in die der hydrodynamischen Maxwell-Theorie u¨bergeht.
Dazu starten wir mit dem Ausdruck fu¨r das Differential der Energiedichte. Im mesoskopi-
schen Fall lautet dieses gema¨ß dem vorigen Abschnitt
dε = T ds+ ξ dρ+ v · dg + E · dD + HM · dB + h · dM + ω · ds. (B.26)
Wie bereits erwa¨hnt, ist es zweckma¨ßig, hier stattdessen das thermodynamische Potential
f := ε − sT − v · g zu verwenden. Mit der bereits im vorigen Abschnitt vorgenommenen
Aufteilung der Energiedichte in zwei unabha¨ngige Anteile









s2 −M ·B + 1
2
D2 (B.27)
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und den zugeho¨rigen konjugierten Gro¨ßen






































+ E · dD + (B−M) · dB + h · d(χB + χh) + ω · ds. (B.29)
Es wurde hierbei vorausgesetzt, daß die magnetische Suszeptibilita¨t - genau wie spa¨ter die
Permeabilita¨t - eine Funktion der Dichte und der Temperatur allein ist. Gleiches gilt auch
fu¨r das “innere Tra¨gheitsmoment” I .
Besehen wir uns das hydrodynamische Potential fhyd = εhyd − sT − v · ghyd, dessen Ent-
wicklung nach den schwachen Feldern unter der Voraussetzung g = ghyd dann










liefert. Identifizieren wir die Koeffizienten I und  mit Ihyd und hyd, so folgt die Gleich-
heit der letzten beiden Terme in den jeweiligen Theorien. Es verbleibt demnach folgende
Betrachtung:





















+ E · dD + (B−M) · dB + h · d(χB + χh) + ω · ds





















+ E · dD + BdB− χh · dB− χB · dB
+h2 dχ+ χh · dh + h ·B dχ+ χh · dB + ω · ds. (B.31)
Da die Suszeptibilita¨t eine Funktion der Temperatur und der Dichte ist, gilt
dχ = ∂χ/∂T dT + ∂χ/∂ρ dρ. Damit ergibt sich







































+ (1− χ)B · dB + χ
2
h2. (B.32)
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Benutzen wir nun in der letzten Gleichung das Quadrat der Gro¨ße h = M/χ − B und
ersetzen damit die Gro¨ße M2/(2χ2), so folgt





















dρ+ (1− χ)B · dB +O(h2)
= dfhyd +O(h2). (B.33)
Das letzte Gleichheitszeichen impliziert den Zusammenhang χ = µ− 1/µ. Allgemein folgt
also aus der letzten Relation die Beziehung
ε = εhyd +O(h2) + const. (B.34)
Die Integrationskonstante des letzten Terms kann ohne Einschra¨nkung gleich Null gesetzt
werden, da bereits die Wahl des Energienullpunktes in beiden Theorien willku¨rlich erfolgte.
Wesentlich ist nur die Erkenntnis, daß die ¨Anderung eines a¨ußeren Parameters in der einen
Theorie auf eine gea¨nderte Energiedichte fu¨hrt, die mit der gea¨nderten Energiedichte der
anderen Theorie bis auf Terme der Ordnung h2 u¨bereinstimmt, auch wenn sie in anderen
Variablen ausgedru¨ckt wird.
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